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La Geometria Elementare 
istituita sulle nozioni di ‘punto* e • sfera*. 
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In un lavoro do) 1899 — dopo avere affermato * la possibilitt di comporre tutta 

• quanta la Geometria elementare «on queste due sole materie prime: il ‘punto ' 

• e una corta re timone fra tre punti a , b , e, che si può interpretar con Io finsi 

• ‘odiata da a quanto b *. ‘ e appartiene alia afera di b, centro a', ‘lo 

• coppie (a . b) ed (a, e) aono congrue fra loro*, e rappresentar, ae ci piace, 

• col aimbolo ‘ e • b." - — soggiungevo : • V eccessiva complicazione che involge 
■ sinora la più gran parte d'un tal sistema (date le molte esigeare d' indole logieo- 

• deduttiva, a cui si vuol sottostare) ne lascia tuttavia il desiderio, ae non il bisogno, 

• di nuoti studi o di ricerche ulteriori (‘) ». Frutto di «od fatto ricerche il presente 


(«) • Beffe /JrenetrU EUmeotare corno lituo is ipote/ieo^oJoUiev «. nelle Memorie dell» Beile 
Accidciut» delle Srienie di Torlo», ». XUX. (1899), pog. 178. 

SoarrA dii X!.. Serie S\ Tomo XV. 44 
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Saggi* che (s'io non in inganno) raggiunge appunto quel grado di -sempUeiU e di 
rigore, ch’ebbi in mira sin da quel tempo, e che agli occhi miei rappresenta il mas- 
simo pregio di questo genere di studi. 

Le analogie, che intercedono fra i due latori, son per altro assai meno di quanto 
farebbe supporre raffiniti del soggetto. Li, dorè il ‘ moto ' 0 • congruenza delle 
figuro ', come trasformazione dei punti in punti, si ammetterà e si adoperava anche 
più del bisogno in qualità d'idea prima, cioè non definita altrimenti che per 
postulati; qui per l'opposto, tutta quanta le operazioni o relazioni geometriche fon- 
damentali (simmetrie, congruente, similitudini, ecc.) rengon definite no- 
minalmente. anzi geneticamente, a spese del ‘punto’ e dell'- equidistanza 
da un punta ' : con processo in tutto simile a qnoilo, per cui — morendo dai soli 
concetti di • punta projettiro ’ e di * allineamento fra punti proiettivi ' — la Geo- 
metria Proiettiva Staudli&na introduce le collincazioni e lo correlazioni ('). 

Per 68. la definizione di timilitudiM — corno trasformazione dei ponti, rispetta 
alia quale è invariante la relazione * e dista da a quanto b' (§4) — fa perfetto 
riscontro a quella di collineanoM ('). Novità che non hanno precedenti notevoli, 
fuorché nel sistemi di G. Vsroxes* (*) — dove son molti di più gli oggetti non 
d,. finiti, e di tutt’ altra specie è la critica e il metodo — c nei Fondamenti della 
metrica proiettiva di B. Lbvi ('). Né qui si arrestano gli obblighi nostri verao i 
più fecondi princìpi o gli strumenti più validi della Geometria moderna, li concetto 
di rappresentazione dei punti in punti, o di trasformazione estosa a tutto 

10 spazio, acquista il medesimo ufficio fondamentale, cho ha nella Geometria Proiet- 
tiva e doll’Analiii (§§ 2, 4. 6); e la misura delle lunghezze e degli angoli é resa 
indipendente dall' esistenza di unita mobili nello spazio (§ 8) : ecc. Inoltre 1 ana- 
lisi dei dati e delle premesse che reggono la Geometria Elementare si spingo molto 
più innanzi che nel citata lavoro del 1809; o scnopre, si pué dir, tutta le fonda- 
menta dell’ edilizio Euclidiano ('). 

li nuovo Saggio, die or si espone al giudizio del pubblico, palesa intenti spe- 
culativi e critici: in quanto mira ad escluder col fatto qualunque dubbio possibile 
sulle attitudini della Geometria Elementare n subir le leggi più rigorose del metodo; 

(•) Vedi per et. 1 miei Principi di Geometria di Derilione comporti in ritte ma lo/ko-dednt- 
tiro, nelle Memorie dell» B. Accademia delle Sciente di Torino, r. XI.VIII, (1898). 

(t) 0. C. r. Stabbi, Die Geometrie dee laje, 9 10 (Nllraberg 1847). 

(•) Fondamenti di Geometria a pi» dimentioni ero. (Padova, 1891)) ed /Dementi di Geometria, 
(Vero»». 1897). 

(*) Memorie dell» R. Accademia de»* Sciente di Torino, r. LtV, (1904). 

(•) Non lungi dell' argomento di qaeet» ritorcile verno lo Note » Un nuore tirtema di de/im- 
tieni por le Geometria tncUdee ■ di A. Pano» (DeutiPme Co» gire intem*tlo»»l dot M»tlu-mtUei<ii«. 
Pori». 1900) e • lo Geometria fendale nelle idee di peate e dittarne ■ di ti. Piano (Atti delle 

11 Accademia delle Sciente di Torino, XXXVIII, 1902): trattando «murariamente id come ai deli- 
nierano gli «»U geometrie! con le tele idee primitive di 1 ponte ’ o ' roognrcut» fra coppi* di !’*"<> '• 
lor altro tenia toccar la quirtlono del peetaleti o prepotitioni primitive. Poca aitinoti!» ha eoi 
tetro eoggetto U elegante Memori» di 0. fratta • .4 rfttem of axiemt far Geometrie ' (Tra».. 
*f thè Amelie. Society, v. V. 1904) eh. - .olle tracce di M. Verna « ri. Parso - iaUtui.ro e 
conferma 1 principi dell» Orometri» Proietti.», eopra le Cole nvrioat di • ponto ' * ' oegmeot. ’ 
(Anordnuog) roedimio no ilat.ma completo e categorico di pollaioli indipendenti fra loro. 
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a sciogliersi da ogni vincolo di servitù con l' intuizione di spazio; ad esecro 
istituita, in tutta la sua integrità, eornc sistema ipotetico-dednttivo; e a com- 
parir, se ci piace, sotto la forma di • stadio <T un certo ordine di relazioni logiche •(’) 

Non lia resti o preteso didattiche: ma noppur vorrebbe apparire così remoto 
dalla Scuola, né di si ardua o preziosa fattura, da non potersene avvantaggiare anche 
i giovani poco più che iniziati allo studio delle Matematiche (’). Certo è che 1* inse- 
gnamento della Geometria Elementare, quale oggi *' imparte nelle nostre scuole 
medie, è troppo impari al bisogno di chi più tardi abbia a fare di quelle scienze il 
suo studio principale: endo più volte da valorosi o provetti docenti mi avvenne di 
udire espresso il desiderio, che i loro giovani scolari trorasser poi modo di approfon- 
dirne o rifame il trattato, con mezzi piùidodei o più rigorosi, nello scuole universitarie. 

Da questi eenni, e dall’ indice che viene appresso, il Lettor si può fare un’idea 
circa l’indole e il contenuto del presente Saggio. Le proposizioni primitive sono in 
numero di ventiqnattro, e di ognuna si troverà l' enunciato anche in termini di 
’ ponto ' e • sfera L'Appendice D soltanto per chi non a' intende di certe idee fami- 
liari ai matematici, come di postulato, definizione, deduzione, rappresentazione, e si- 
mili : che tutte son di vitalo interesse per noi. 


Elenco delle abbreviazioni. 


8» A.B.C sono punti, con • AB VARO’ al rappresenta U reti» IWlinlUt») conginagcnto 
A o B c 11 plano congiougento gli A.lieCi con • B» ' la »fet» elio ha 11 contro in A o pus» 
por B; eoa • Sfr(A , Bj ' quella elero, doro I ponti A o B cono poli, (o diametralmente op- 
porti). I «imboli ' A|B ’ ed ’A/B’ denotano l’ano il punto modio di A o B, l’altro il elmmc- 
trieo di A rispetto a B. Con ’|AB|' el molo Indicar» il «amento terminato in A » B Igtl «tremi 
indoli), con ’IAB’ la •emlretta, o raggio, ebo ha l'ori pine la A o contiene B. A Jcaignaro 
l'angolo piano e»avoaao o concavo, che ha per lati la temirrtla |AB, |AC, ai acriro ri- 
apotiirameuto • À . BC ’ o ’À.BC’i mentre ’ |ABC|’ denota il triangolo ebo ba per lati i 
«amenti |AB|.|AC|,|BC|. Il eegr .0 ’X’ fra due rette o plani, ovver Da una retta ed nn piano, 
afferma l’ ortogonal iti di queste figuro tra loro. Slmilmente ‘ » un indice di eoogrneata 

(o eompponibititi); ’«..»C’ rnol diro ‘ tegnente C net aenso A — -B ’. Ma tatti qucetl carat- 
teri peculiari alla (loometria «1 definiranno ad uno ad nno nel testo. 

■P' o ’Prp’ iPropoeiziouo). ‘Di’ o • Dfa * (Definizione), • Pet ’ (Portatalo ), ‘Tr'(Teo- 
rem»), • Ip ’ o ’ Ipte ’ (Ipotoai), ' T. • (Toai). U aerittnra ’ I* 1 ’ , ’ P 2 richiama Io preport- 
aloni r, 2*,..,; e, aa non i Mgnita da qualche citazione di (. ti riferitee al g cornata. 11 aimboto 
(“’*’*) P 7 52" richiama U P7 dot §2, nella quale i nomi degli enti A.B.C liaao rirprt- 
tiramento mutati in D,C,A. 


(») a Cfeomelry le in rtrncturo a «yetcrn bf theorema dedneed in para logicai irajr from cartain 
iruprovahle aaanmptioBi precreatad by aoto-actlro animai end human mlail >G.l IUlotzo, la 
Sciolte* X. 8.. voi. XIX, a. 180 (1005). - Vedi nache una mia Nota . Ut 0/onMri» «tcizgyce 
comma «a tyttfnt puccmaat inique e. Congrta intero, do Phyloaophic, Porla, 1900. 

(•) It il an erzor to bellore tliat rigor in tbo proof li thè eneoiy of aimpliclty. On thè contrary, 
wo fini it confirmed by numerout azarople». tliat tbo rigorosa method ia at thè carne tinte thè 
almpler and thè more oaaily comprchandet. The very effort for rigor forca ua to Sud out aimpltr 
method» of proof. a G. B Halstsu, ibidem. 
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& adopera il ugno ‘ ' ai posto di s 4 o;i>l«per definizione a... ». Cosi r = AH (dove 

A « B siano prati ditoni) lignifica or» («otto altro nomo) U conginagrate A con B*. 

•« ’ Precedo tempre on nomo connine, tale a dire il oimboto d'ona timi, o segue 11 nomo, 
od i nomi, d'uno o pii Inditidni di questa. 8i pò* intendere o leggere per 1 è un...*, 'tono 
do!...’. • appartiene (o appartengono) a..,'. 

• 0 ' Porto in meno a dne «latti tool dire ohe la prima (a ainirtra) » contenuta nell'altra, 
owa che ciane un elemento dell' una spetta, come indiridno, anche all’ altra. Fra dne prpr. denoto 
che la eeconda i conaognonaa della prima, e età per ' al deduco '. 

' — ' Segno di eguaglianza logico. Fra duo clan»! denoterà che eiaocona 4 contenuta 
dall' altra. Fra dne punti 4 per dire, ch'imi coiuciden fra loro. Fra due propotiiienl denota, «he 
ciaccona 4 conaegueaza dell’altra. 

' ** ' Segno di negazione, età inteee di 'non'. Per «a. con la rcrlttura 'C~«AB' al 
caputine che C non appartiene ad AB. Coti '<%» = ' corrà dire ‘ non 4 aguale a... '. 

' <"> • Segno di congiuniiono logica, o copula. Fra dne nomi comuni 4 per indicare 
il prodotto logico delle dae ciani, orata l'aggregato dogli individui comuni olle modelline. 
Fra due proposizioni noi dire, cho oi afferma Tona e l'altra ad mi tempo. SI pa4 leggere 'e'. 
' intiorae con 

‘ VJ ' Disgiunzione logica. Fra duo elaaii denota la loro oomma logica, rio4 la 
minima clizie capace di coitcner l'ima o l'altra. Fra dne giudizi 4 per aff.rmar l'uno o l'altro, 
indiatintamente. Si legge ' o ’, ‘ or coro 

Questi pochi regni di Logica il useranno con partimonla. Le dimostrazioni Terranno chiuse 
generalmente in panateci quadre: ma ei tratterà per lo plh d'uno schemi di deduzione otto a 
guidar dall' Ipotesi fino alla Tesi. 


Indice delle Materie. 

| 1*. Il punto o In afora. Proprietà cardinoli deU’equidiatanca da mi punto. Prime 
proposizioni circa la retta ed il piano. Contro d'una coppia di punti, fi'iotrodueen lo eim- 
motrio rispetto ad un punto e rispetto ad un uso (eqniuTereiono o temiglro). 

$2*. Ortogonalità fn dne rette, o fra una rotta od on piano, oerc* fn dne piani. 8* fatto- 
lineo la rotalione intono ad un arse. Simmetria rispetta sd un piano, o specchi amento. 
Proprietà direno in ordino a retto, piani o sfere. 

JS\ Punti interni ed esterni a una sfora. 8ogmcnti, raggi, aomipiani angoli, 
triangoli, oec. 

§4*. Teoremi sulle rotarioui. I postulati d'Buelldo e d'Archiinede. Similitudine od 
isomeria. Congruenza dei legnanti e degli angoli. 

$5*. Relazione di maggiore e minore fra dne segmenti, orror Ira dae angoli piani. 
Congrnenia dei triangoli Somma di duo segmenti e di dne angoli piani eonroeri. Altre 
proprietà di triangoli, cerchi, sfere, eco. 

*«•. Parallelismo di rette o piani. Omotetia e trosl azione. Proprietà e costruzione 
delle similitudini. Antiovorsiene rispetto a mu «fera. Intereezicne di dne sfere. 

$7'. Prodotti di isomerie. Congruenze o anticongruenzo. Antirotazloùi e anti- 
traalazioni. Elicomozioni. Claszifleezione delle Isomerie. 

| Si Sensi 0 vera! d'una retta e d'un cerchio. Ateizto. Rappresentazione della retta sul 
numero roalo. Distanza di dna ponti. Continuità della retta. 
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§ L 

il punto o la sf ora. Proprietà cardinali deli equidistanza da un punto. 
Prime propositi»» circa la retta ed il piano. Centro d'una coppia di 
punti. S'introduco n le simmetrie rispetto ad un punto e rispetto ad un asse 
(equinvsrsione e semigiro). 


p 1 — Df. (') • Figura i il medesimo ohe grappo o collezione di punti. 

• Il nome di • ligure ' spetta a qualsivoglia aggregato o classe di ponti, senza ecee- 

• zionodi sorta. — Se 9 è una figura, per significare «he A è un punto di 9 si suole 

• anche dire che A appartiene a 9 , 0 giace io 9 , 0 che 9 passa per A , eoe. ; 0 si 

• scrive 1 A < 9 ' •. 

P 2 — Df. • Dire che una figura 9 <t contenuta, 0 giace, in un'altra tp — 0 

• che tp passa per 9 — sarà quanto affermare che ogni punto di 9 appartiene anche a 
. ip: la qual cosa si esprimo ancora scrivendo ‘ 9 0 V '■ D«« Bffnre coincidono . orver 

• * si confondono in una ', qualunque volta oiaseun» di esse è contenuta dall' altra » . 
- Osservate che ogni figura * contenute in sà stessa (proprietà riflessiva del 
contenere); e che se 93* e tpQg — essendo anche g una figura — bisognerà 
che 90 V' (proprietà transitiva). Questi medesimi caratteri palesa la relazione 
di coincidensa tra due figure: la quale inoltre è conversiva e simmetrica. — 
Di due 0 più figure, le quali abbian qualche punto in comune, 0 contengano tutte 
una medesima figuro, .bene spesso diremo che s incontrano o s intersecano in quei 
punti, 0 in questa figura. La classe dei punti, ognune dei quali appartiene a due 0 

più figure date 9 , >f > , g ad un tempo (ove esistano punti siffatti) è una figura, 

che dicesi la intersesione (0 prodotto logico) di quelle, 0 pub essere significate da 
•9i-npngn...': altra figura è la somma logica dello 9 , if >, x , .. . — espressa in 
‘ 9 v ip u g u . . . ' — «‘*4 l» classo dei punti, ognuno dei qnali appartiene a 9. 
ovvero a >p, ovvero a g , . . indistintamente. 

P 3 — Df. • Due punti coincidono, 0 non si distinguon fra loro, se uno 

• di essi appartiene a qualunque figura, che passi por l’altro : laddove, se esiste una 

• qualche figura cui l'uno appartenga e non l'altro, i due punti saranno distinti, 

• 0 diversi fra loro ». — Osservate che anche una tal relazione (di coincidenza fra 
punti) è riflessiva, transitiva e simmetrica. — Allorché due 0 più punti coincidono, 
si suol parlarne talvolta come d' un solo individuo; ma è bone spesso opportuno di 
concepirli e trattarli come figura (costituita in più punti coincidenti). — Per solito 
la coincidenza fra punti ovver tra figure si nota col segno * — ' (d uguale a). 

(•) Vedi la nota I la Appeulicv. 
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VX — Df. . Se A . B , C *«ao ponti, il giudiiio * C appartiene al!» sfera di 
«B. centro A ', è per significare «be C dista dn A quanto B, o che BeC 
.sono equidistanti da A. In altri termini, si chiama ‘tiferà di B, centro A' 

. la figura di tutti quei punti, ognuno dei quali dista da A quanto B •. Invece 
di •sfera di B, contro A’ sì dice anche talvolta ‘sfera di B intorno ad A, o 
circa A o si acri t e • B, ' ; e per esprimere che C dista da A quanto B si diri spesso 
cho i punti BeC sono ‘equidistanti da A’, o che A ‘eqnidìsta dai punti 
B « C\ — Con la frase ‘C dista da A quanto B' si afferma, che una certa 
rolaaione intercedo fra 1 punti A.B.C. Questa relanono non si definisce, corno 
non è definito il punto: ma per meno di questo duo cose — e insomma merci del 
‘punto' e della ‘sfera d'nn punto interi» ad un altro' — si definiranno tutti 
quanti gli oggetti cho occorrono in Geometria Elementare (’). 

Posti-iati MI (*). 

P 5 - Riti* almeno un punto; e. dato un punto a piacere, etiti « ancor 
qualche punto diverto da quello. 

Postci.ati 1IMV. 

P 6 — Qualunque siano i punti A e B. tempre il punto B appartiene alla 
tfera di B, centro A. K te un punto C appartiene alla tfera di B, centro A, 
il punto B alla tua volta dovrà giacer mila sfera di C , centro A . — Gratin al- 
l'ultima defnr.* (P 4), questi principi IIHV, dieon soltanto: .Posto cho A c B 
. siano punti, sempre B dista da A quanto B; e se un punto C dista da A quanto 

• B, concorri elio B alia sua volta disti da A quanto C «. (Proprietà riflessiva 
e eonversiva doli' ‘ equidistaaia ' da un puuto). 

Postulato V. 

V 1 — Purché he R siano punti, tt avviene cht un terso punto C appar- 
tenga alla tfera di B, centro A, e un quarto punto D alla tfera di C, centro 
A, forti che D appartenga alla tfera di B circa A . — 0, iu altri termini (grati» 
a P 4): • Se A , B , C , D sono punti o *C dista da A (jnanto B' e D quanto C; con- 
. verrà che anche il punto D disti da A quanto B (Proprietà transitiva del- 
l'equidistare). 

Postulato VI. 

P 8 — Intanto che i punti A c B so# diverti fra loro, non potrà darsi che 
A spetti alia tfera di B. centro .4. — Ciò h • Se i punti B ed A non coincidono 

• (P 3), per certo A non dista da A quanto B» (P 4). 


(■) Vedi U nota II in Appendice. 
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PO — Tr. •'So coincidono i ponti A e B, ucssuii punto diverso da A nppar- 

• tiene alla sfera di B, centro A. ina il ponto A v'appartiene • . [Por certo B ap- 

partiene alla «fera B„ (P ti); dunque anche A (P 3, 4). risto che A = B per Ipts. 
D'altra parte, se un qnalche punto C diverso da A potesse Rincoro in B„, dorrebbe 
il punto B giacer sulla sfera C» (grazie alla stessa P 3); per la qual cosa anche 

A spetterebbe a C A , contro P 8J. — Di qui nasce, elio la sfora d’un punto A qual- 

sivoglia intorno a si stesso (ossia la figura A.) i tutta condensata in A: visto 
che i punti A ed A si confondono, qual che sia A (P 3). Cosicché (P 4) nessun 
punto diverto da A dista da A quanto A. 

P IO — TV. • Sempre cho A , B . C siano punti ; se C appartiene alla sfera di 

• B , centro A . le sfere di B e di C intorno ad A si confondono in una aola o tue- 

«dosima figura». Bccl. lib. 3 prp. V {•). [Basterà dimostrare (giusta P 2) che 
ciascun punto della figura B À appartiene anche all'altra figura C.; e che, viceversa, 
ogai punto di questa é anche punto di quella. Ora, sia p. e». M un punto arbitrario 

nella sfera di B. centro A. Dalla P6 si deduce, che il ponto B appartiene alla 

sfera M. ; ma per ipts. abbiamo, che C appartiene a B A : dunque, in virtù di P 7 

(dove si legga M.B.C in luogo di B,C,D), bisognerà che C appartenga a M A ; 

e di qui si deduce, attraverso la stessa Pii, che M appartiene alla sfera C A . Per- 
tanto B a sarà contenuta in C A . Viceversa, dotto X un punto arbitrario nella sfera di 
C intorno ad A; dall’ Ipts. che C appartenga a B A ed X a C A , si deduce, sempre in 
virtù di P 7, choN appartiene a B A : onde C A sarà contenuta in B A . E peri si con- 
clude che B a = C a ; e. v. d.3. 

P 11 — Df. • Posto che A.B siano punti e A diverso da B, si chiamerà 
. • congiunsi, Ut A con B ' — 0 semplicemente ‘AB’ — la classo dei punti, per 

• ognuno dei quali — sia per es. X — le sfere di X intorno ad A e B non hanno 

• punti comuni, da X in fuori •. Eccl., lib. 8*. prp. XI, XII, fi quanto dire (se- 

condo P 4) il • luogo d'ogai punto X. per cui non esisto alcun punto diverso da X, 
e cho disti da A c da B quanto X — tale insomma cho un punto, il quale disti 
da A e da B quanto X, debba coincider con X ». ( ! ) — Osservato cho il punto X 
ondo si parla è certamento comune ad ambo le sfere X A 0 X, (Ptt). Due sfera 
obbedienti alla prescrizione anzidetta — «ioè d'incontrarsi in un punto solo — 
si diranno ‘ tangenti fra loro' in quel punto (punto ‘di contatto'). E l'esistenza 
di qualche punto X come sopra emerge per ora dalla soguente: 

P 12 — Tr. . Sotto la stessa ipotesi, per certo i punti A 0 B • giaceranno 

• sulla congiungente A con B; e lo due figure ‘ AB' 0 'BA' coincideranno», [he 
sfere A a e A„ non s'incontrano fuori di A, posto che nessun punto diverso da A 
appartiene alla sfera A„ (P 9): dunque A * AB (P 11) e nel modo stesso nuche B c 

(>) Nelle citazioni ili Hrcuoz, mi richiamo all'edizione ili E. Bzm e P. Bwoncut per le 
ecoolo italiane, 15* rUt. (Firenze, la Mounier, 1885). 

(•) Qoeata dfnz-, e l'altra ronalmlle In ordino al piano che nnitco tre penti dati (eedi P Si) 
«pattano a O. W. Ulani (• Bara plani definitio mihi eat. ut «it locu. connina panctnrtim «ni ad 
tria puncla in ezndcin rettala non radentia «ito» nnicotum • Charaelrrùtiea Otomilrùa. Malli. Sdir. 
I. V. p. 189. a. 1679). Fnron poi ritrorate da A. Cucchi (Stpl Ifoiu de ptpiifne gHUrale. Peli». 
1868, «-45) e quindi accolto da vari Autori (Mxssios, Pano», P*am> ). 
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AB. — Il retto rione .la ciò. «he 1* dina, preced. è simmetrica rispetto ad A e 
B; cioè si ««orerie io sé stessa ogni volta che questi punti si bsrattan fra loro] 
— die poi la «ingiungente AB contenga altri punti in più di A e B, 4 «osa da 
stabilire più tardi: red. i pati. 1 XII e XIII. 


Postulato VII. 

P 18 — Ogni qualvolta A . B . C siano punti. te le due tfers C. » C, non i in- 
contrano fuor di C. ùmilmente le sfere di B intorno mi A « C non potranno 
aver punti a comune diverti da B. — Vale a dire (P 4) «he: • Se. tranne il 

• punto C. nessun altro punto disti da ognuno dei punti A e B quanto C. nemmen 
. potrà esistere nn punto dirotto da II che disti da A e da C quanto B (premesso 

• che i punti A e C non coincidano)*. 

p 14 _ Tr. • Dati i punti A « Il come «opra, tanto vale affermare che un punto 

• C diverso da A appartenga alla congiungeote A eoa B . quanto dire che il punto 

• B appartiene alla ««giungente A con C*. [Invero, di qnesti duo faUi il secondo 
è conseguenza del primo, grazie alla prps. prec.** e alla dfnz. PII. Ma la stessa 
P 13 (purché vi si legga C o B ov'è scritto B e C) ne assicura, che C appartiene 
ad AB. se B ad AC: onde il primo dique due fatti è a sua volta un» conseguenza 
dell'altro ] . 


Postulato Vili. 

P 15 — Qualunque siano i punii A c B non coincidenti fra loro, esisterà 
sema fallo anche un punto C . per evi te sfere d e C, s incontrino fuor di C. — 
Una volta ammessa la dfnz. PII, questo glndisio non differisce dall’altro: • Per ogni 
. coppia di punti distìnti si pu4 sempre affermar l'esistenza di almeno nn punto 
. straniero alla lor congiuugente (Wall tale, che qualohe punto diverso da quello diati 
• da A e da B come quello) ». 


Postulato IX. 

P 16 — Se, essendo A , B . C punti doli, C sia l'unico punlo comune alle sfere 
C. e C. ed M un punto arbitrario ; allora ogni punlo comune alle sfere M, ed M» 
dovrà appartenere alla sfera M.. — 0. in altri termini (P 4): • Promesso che A , 

* B . C , M sono punti ; so nassun punto diverso da C disti da A e da li quanto C , 

* allora ogni punto, cho disti da A e da B quanto M. dista pure da C quanto M ». 

La Ts. afferma in sostanza (P 2), che • V intersezione delle dne sfere di M in- 
torno ad AeB giacerà sulla sfora (cioè che *• 

p 17 — Tr. . Posto che A , B siano punti diverti l'uno dall altio, se nn punto 

* C appartiene alla congiimgento A con B, ma 4 diverto da A, le duo qoiginngonti 
. A con B ed A con C si confonderanno in una sola *. [Proveremo anzi tutto cho 
nn pnnto, il qnalo appartenga alla «ingiungente A con C , dove eziandio appartenere 
alla congì ungente A con lì. Si* X un tal punto. Se le sfere X. e X. s’incontrassero 
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in qualche altro punto diverso da X, per quello dorrebbe passare anche X c (grasie 
a P 16): di modo che non sarebbe più vero il «opposto, che le X„ e X„ non «'in- 
contrino fuori di X (P 11). Dunque X appartiene ad AB, onde AC 3 AB . Resta il 
rodere che, viceversa, opti punto di AB doni «tare In AC, vale a dire che AB 
0 AC. Per certo il punto B appartiene alla congiungente A con C (P 14). Ma, se 
dalt'eMer C un punto di AB, per altro direno da A, «i deduco (come abbiano visto 
or ora) che AC «la contenuta in AB; nel modo stesso dal fatto, che B 4 un punto 
di AC direno da A , dorrh risultare che AB sfa contenuta in AC]. 

P 18 — TV. • Qualunque reità 1 punti A e B non coincidano, e C aia un 

• punto della congiungente A con B, purché direno da B, le due oongiungenti 

• AB e BC coincideranno •. [L - Ipb, vuoi che C appartenga a BA (P 12): e di qui 

si deduce, sttravereo 17, ehe BA=BC; e p. cons. che AB = BCJ 

P 19 — TV. • Sempre che A , B siano punti l' uno direno dall'altro, «e arrien ohe 

• due punti C e D . pur essi non coincidenti, appartengano alla eoogiungente A con 

• B, lo due ligure AB e CD coincideranno •. [Dall' Ipte. emerge, che il punto C non 

coincide ad un tempo oon A e con B (P 3). Ora, ere C sia diverso da A , ne arrerrù 
che le congiungenti A eoa B ed A con C ei confondono (P 17), e p. c. che il punto D 
appartiene ad AC: ma di qui si deduce, in rirtù di (g’J^PlS, che le coogiun- 
gontì A con C e C con D si confondono; onde AB = CD . Per egnal modo, oro C 
sia diverse da B, la P 18 fa essere uguali le due ligure AB e BC; onde il ponto 
D appartiene a BC: e la stessa (ari che coincidano le dne figure 

BC e CD. e p. c. le AB e CD come dianzi. Sicché in ogni ease AB — CD], 

P 20 — TV. • Premesso ohe A, B,C soao punti al tutto diversi lira loro e 

• che C appartiene alla congiungente A con B, 1 intersezione delle d<v sfere d uo 
. punto qualsivoglia M iatorno ad A e B coinciderà sia eoa l' intorsetione delie 

• dne sfere M„ od Me, eia con l' intersezione delle due sfere M„ ed M» ». [Se il punto 
M appartiene alla congiungente A con B, tutte e tra quelle in te ree rioni son conden- 
sate in M (PII): ma supponiamo che non appartenga ad AB. Il principio IX 
(P 16). presenti le defnr 1 P 2, 4, ne assicura ehe l'interseiione di M, con M, dorrh 
giacere exiandio sulla sfera M c : essa dunque sari una figura comune Unto allo sfere 
M, ed Mo, quanto alle sfere M c ed M,. Ora poiché dall'Ipta. emerge — in virtù 
di P 14, 12 e (® • *) P 14 — che Be AC ed A»BC; basta appellarsi di nuovo 
all» stesso principio IX attraverso le sostituzioni (£ ‘ °) ’ (£ ’ *) P" e8ser wrti 
che ognuna delle figuro M c nll, , M.nlf sarà contenuta dalla figura M»r>M». 
Dunque M,nM, = M,nM t - M,nM. (P 2): e. v. d.} 

P 21 — Df. .Se A. B.C, .. . sono punti, le frasi come ‘ A.B.C,. .. seno 

• allottali', 0 ‘son collineari ', 0 ' collimano ' voglio:: dire: Esiston due punti X 

• ed T diversi l'uno dall'altro e Uli, che gli A,B,C,... stiano tutti sulla con- 

• giungente X con T — vale a dir tati (P 4. 11), che nessun punto diverso dagli 
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. A, B,C, .. . disli da X « da Y quanto A, oB, o 0,. — Non ei arrestiamo 
a segnalar tutte quanto le conseguente nascenti dal carattere di simmetrìa, elio 
spetta a codesta relaziono (di allintamnie) ; come altresì dalla mutua dipendenza 
fra questa e la figura, di cui si parla in P 11. Di tal sorte sono ad es. lo tro 
prpsz. che seguono. 

P 22 — Tr. « Di tre punti non collineari, ciascuno è diremo dagli altri due, 

• ed è sempre escluso dalla congiuogente degli altri due •. [So almeno due di 
quei punti son distinti fra loro — e siano A e B — V Ipts. esclude senz'altro che 
il terzo punto C appartenga alla lor congiungente (P 12, 21): per la qual cosa C 
è direno da A e da B (P 8, 12); nè potrà darai che 11 appartenga ad AC, od A a 
BC . Ma il supporre che tutti e tre si confondano in uno — p. es. in A — è con- 
trario all' Ipts.; in quanto che allora, dotto Y un punto diverso da A (o un tal punto 
esiste per certo, grazie al principio 11) tutti e tre gli A , B , C giacerebber sulla «in- 
giungente A con Y (P 8, 12), cioè sarebbero collineari (P 21)]. 

P 23 — Tir- « Purché A , B , C siano punti ed A direno da B, si equivalgono 

• sempre i giudizi : ‘ C appartiene ad AB ' ed ‘ A , B , C collimano ' • . 

P 24 — Tr. «Se quattro punti A , B , C , D siano tali, che tento A , I) , D . 

• quanto A , C , D e B , C , D collimano, saranno collineari anche i punti A , B , C ». 
— Vale a diro cho • Se in quattro punti si contano tro allineamenti, ce ne de- 
v'essere un quarto». [Se D coincide con A, la T». é affermate esplicitamente in 
Ipto., grazie alla defnz. P21 e agli attributi dell'eguaglianza fra pnnti (P 3). Se 
all' incontro D non coincido con A , tutti e tre gli A , B , C giaceranno sulla congiun- 
gente A con D; poiché questa, in virtù di P 19, dorrà esser tutt'una con quella 
che sopporta A , B , D per Ipts. (P 21), e con quella che sopporta A , C , D. Ecc.]. 

P 25 — TV. • Esistono punti non collineari». [Dai pati.' I-II (P 5) nasce 
tosto, ch'esistono almeno due punti l'un l'altro distinti; sian p. es. A e B. Dopo 
eià non si p«ù contestar l'esistenza d'nn punto 0 straniero alla ccngiuogente A con 
B (P 15, 11): ora questi A,B,C son tre punti son collineari (P23)]. 

P2»> — Df. «Si dà il nome romane di 'retta' alla congiungente due 

• punti quali ohe siane, l'uno diverso dall' altro. Orrero: Per ‘retta' s'intende 
. la classe di tutte le «ingiungenti possibili, a tenor di PII». Dunque il dire, 
ad es., che *r è una retta', ral quanto affermar 1'csistenza di certi punti A e B, 
divorai fra loro e teli, che r è (sotto altro nome) la «ingiungente A con B. — La 
P 19 non differisce pertanto da qnel giudizio, che si enuncia comunemente dicendo: 

• Per dne pnnti dati, pur ehe direni fra loro, non passa più d’una retta ». — 
orrero « Una retta qualsiasi è individuata mercè di dne de' suoi punti •; ecc. 

P 27 — Df. * Ogni qual volta A , B , C siano punti non collineari, ri chiamerà 
« • eengUmgente degli A , B . C ', errerò * piane ABC ', o semplicemente • ABC ' 

• la figura o luogo dei punti, per ognuno dei quali — ria per es. X — le tre 

• sfere di X interno A , B , C non abbino punti a comune, da X in fuori. » — 11 

• piano ABC' sarà dunque (P 4) la • classe dei punti, per ognuno dei quali — 
sia per es. X — non esiste alcun ponto diverso da X , che disti da A , da B e da C 
quanta X •; di guisa che un punto, il quale disti dagli A , B , C quanto X, coinciderà 
con X. Cfr. P 11. 
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P 28 — Tr. . Sotto la atossa Ipts., le figure ABC , ACB , BAC , BCA , CAB , 

• CBA si confondono tutte Lo un solo e medesimo piano, il quale contiene le rette 
. AB , BC , CA per intero. • [La prima parte è torà per eib, che nella P 27 il d e f 5- 
nente è simmetrico rispetto ai punti A , B , C. Ora, se X è un punto di AB (non 
importa quale) le sfere di X intorno ad A e B non » incontrano altroTe (PII): per 
la qual cosa neanche lo sfere X, , X, e X c potranno tagliarsi in un punto diremo 
da X . Dunque X appartiene al piano ABC (P 27), e la congiungente A con B gia- 
cerà tutU quanU nel piano (P 2). Lo stesso arreni delle rette BC.CÀ.] 

P 29 — Tr. • E le rette che uniscono il punto A coi rari punti della con- 

• giungente BC, o B coi punti della CA, o C eoi punti di AB giaocion tutte sul 

• piano ABC. • [Sia per ee. D un punto arbitrario di AB. Per oerto i pnnti C e D 
non coincidono (P 22, eco.): proreremo che CD o ABC. Tolgasi un punto X a piacere 
sopra la retta CD. Poiché D è il solo punto comune alle sfero D» e D, (P 11), 
l'intersezione delle due sfere X» e X. giacerà in ogni modo sopra la sfera X», grazio 
al principio IX (o anche solo in Tiriti del III principio, se X — D): rale a dire 
X. n X, 0 X». Dunque i punti X» rt X>, ohe giacessero per avrentura sopra la sfera 
X c , saranno anche comuni alle sfere X» e X*: vale a dire X. r> X» n X c o X, n X c . 
Ma queste non hanno alcun punto comune, da X in fuori : dunque a più forte ragione 
le X, . X» . X„ non s - incontrano altrore. Dunque X appartiene al piano ABC; e p. e. 
la retta CD giace tutta in quel piano; e. r. d.] 

Osserrate che i termini ‘ retta ‘ piano ', eco. si posson qui fàcilmente eli- 
minare, per mezzo dello dihx. precedenti. Ed anche appresso, qualunque termine 
geometrico che non sia ‘ punto ‘ o 1 sfera ‘ si potrebbe sena' alcun dubbio rimuovere, 
ponendo in sua toco una conveniente oirounlocuzione ; se non che il discorso n‘ esci- 
rebbo sorerchiameote prolisso, contorto, anzi il più delle volte inafferrabile; annul- 
landosi tutto il vantaggio cito viene dalle dfuz. geometriche. (Vedi la nota I in App.). 

Postulato X. 

P 30 — A , B , C , D siano punti: te le due tfere D, « 1)„ ma non Mie e 
tre le D A ,D. ,Dc, t‘ incontrano altrove che in D; cosi anche le tfere C. , C, . C„ 
non avranno alcun punto a comune da C in fuori. — Ovver, che è lo stesso : 4 Se 
4 in ordine ai punti A , B , C , D si verifica, che qualche punto diverso da D sia 
4 dbtante da A e da B quanto D ; ma. salvo D , nessun altro punto disti da ognuno 
4 degli A , B . C quanto D; allora niun punto diverso da C pnò distare dagli A , B , D 
4 quanto C ». Cfr. P 13. 

P 31 — Tr. . Dati i punti non collineari A . B , C; se awion che un punto D 
4 appartenga ai piano ABC. ma non alla retta AB, allora il punto C starà nel piano 
. ABD. • Cfr. P 14. [Corollario della precedente P 30, avuto riguardo alle P 27, 
20. 11, 23.] 

Postulato XI. 

P 32 — Se. euendo A , B , C , D punti dati ed M un punto arbitrario, le tre 
tfere D, , D, e D c non abbian punti a comune da D in fuori; allora ogni punto 
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amane alle tfere M. dovrà tiare eziandio mila tfera M„. — 0, se ei 

piace: • Ogni qual rolla A,B,C,D,M sono punti, e, «alvo D . nessun altro punto 
. dista da ognuno degli A , B , C quanto D ; allora ogni punto, che disti dagli A , B , C 
. quanto M. distorti inoltre da D quanto M *. Cfr. P 16. — Ne viene, che * Se 
a tro ponti dati non collineari si può coordinare un* coppia di punti equidistanti 
da ognuno di quelli (a sò considerato), gli stessi due punti saranno eziandio equi- 
distanti da qualsivoglia altro punto del piano, che unisce 1 tre punti dati 

P 83 — Tr. * Se, essendo A , B , C punti non collineari, D sia un punto del 
« piano ABC, non però dell* congiungente A con B ; i duo piani ABC e ABD coin- 
. cideranno. • Cfr. P 17. [L' Ipt*. involge, che A , B , D non collimano (P 23) e che 
C appartiene al piano ABD. Ora, supposto che U sia un punto arbitrario del piano 
ABD, il fatto che P intersezione dello tro sfere M, , U. , M» si riduco al solo punto 
M (P 27), o r altro «he M, r\ M, n M c 0 M. (P 32) o per eonseguonia M» n M. n M c 
P M» r\ M„ n M», portan seco di necessità che M « ABC : onde ABD Q ABC. Ma di 
qui si deduce ABC 0 ABD , poi che lo scambio dei punti C e D non infirma la verità 
deU'lpts., come abbiam visto.] 

p 34 — Tr. « Qualunque siano i punti eoo collineari A , B , C , ae D cd E 
. sono punti del piano ABC. pur che non giacciano allineati con A. sarà giuoco- 
. forra che il piano ADE coincida col piano ABC.* [Per Ipta. abbiamo, elio B 
ed A , come pure A e D , son diversi tra loro (P 22), e che nno almeno dei punti 
li od K earà escluso dalla congiungonte A con B (P 19, 12,23). Ora, se D non 
giaoe in AB, coincideranno i, piani ABC e ABD, grazie al tr. precedente; e il 
punto E giacerà in conseguenza sul piano ADB (P 28), senza giacere in AD (P 22). 
Dunque, in virth dello stesso tr. coincideranno anche i piani ADB, ADE; onde 
ABC *=> ADE. Dipoi.se E non giaco i n AB, si deduce per egual modo che ABC ■= 
ABE AEB <=* AKD = ADE. E però in ogni caso ABC = ADE: e. v. A] 

P 35 — Tr. « Di nuovo essendo A , B , C punti non collineari ; se avverrà che 

• tre punti D , E , F , eziandio non collineari, appartengano al piano ABC , bisognerà 
. c ( 10 i piani ABC e DEP si confondano. » — Cfr. P 19. In breve: • Due piani, 
che abbian tre punti (non allineati) a comune, coincidono *. Ovvero: • Ciascun piane 
è individuato da tre de' suoi punti, che non sian por diritto fra loro *. [Non 
può darsi che siano collineari f punti A , D , E, o in pari tompo collineari anche i 
punti A , E , F e i punti A , D , F : poi che ciò implicherebbe l' esistenza di un alli- 
neamento fra i punti D . E , F (P 24), che è contro l' Ipt*. Ora — se per es. i punti 
A , D . E non collimano — è forza concludere che ABC = ADE (P 34), vale a dire 
ABC = DEA (P 28), quindi «he F * DEA e p. e. che i piani DEA , DEP coincidono 
(P 83): onde resta provata la coincidenza di ABC con DEF. E di qui nasce, attra- 
verso lo sostituzioni (g'®) (o’r) ehe '' UD * ® l delI< ’P 01 ® 8 ' ‘ A ■ Dl F 
non collimano ' ed • A . E , F non collimano ' richiederà che ABC si confonda oon 
DEF, oppure con FED: dunque ABC = DEF in ogni modo.] 

p 3 # Tr. ■ Dall'essere A , B , C punti non collineari e D , K punti non eoin- 

• cidonti del piano ABC si deduco che la congiungeote di questi, ossia la retta DE, 
. giace tutta nel piano ABC. • [Non potendo coesistere i tre allineamenti (D,E,A), 
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(D . E , B) , (D, E , C) — perchè ne uscirebbero allineati anche i punti A, B , C (P 21) 

— sian per oa. A , D , E non collineari Allora coincideranno i due piani ABC , ADE 
(P 34) : c la retta DE, che giace nel piano ADE (P 28), «ari dunque nel piano 
ABC. Eec.]. — Appresso ne verrà fatto parlare dell' ente generico ' piano ' (e 1 classe 
dei piani ’); sottintendendo — è quasi superfluo il dichiararlo — una deflnirione 
simile a quella non ha guati propoeta per l'ente ‘retta ' (P 20). 

P 37 — Tr. • Non possoa coesister due plani distinti, ciascuno dei quali 
. contenga una retta date e un punto date fuori di essa, ovvero due rette date le 
. quali a' incontrino tenia ooincidere: ma un piano soddisfacente a queste condi- 
. rioni esiste per certe. • — Essendo r una retta ed A un punte esterno, il • piano 
Ar ' (congiungonte A con r) è quel plano — determinate od unico — il quale con- 
giunge A con due punti arbitrari di r, purché diversi fra loro: giuste le P27, 28, 
35. Eec. 

P 38 — Df. • Quattro o pili punti dati son da chiamar * complanari ' o ‘ com- 
. plani ", se esiste un piano che li contenga tutti ad un tempo: cioè se esiston tre 
. punti non collineari X , Y , Z , per modo che i punti dati appartengano ad XYZ ■ 
Cfr. P 21. 

P 38 — Tr. • Quattro punti saranno per certe eomplani. se avviene che 

• tre di essi collimino, o duo di essi coincidano. E se non son complanari, 

• converrà che ciascuno sia escluso dal pùrno degli altri tre. * Cfr. P 22. — L'esi- 
stenza di punti non complaa'ari saià stabilite più tardi. Vedi P lfi § 2. 

p 40 — Df. • Un ‘ cerchio ' è la classe doi punti che giacciono sopra una 
. sfera, o al tempo stesso in un piano che no contenga il centro 11 quale è 

• anche ‘ centro del cerchio '; mentre quel piano sarà il * piane del cerchio '. • 

— Per es. nel piano di tre punti non collineari A, U.C, la classe dei punti che 
distan da A quanto 11 sarà un cerchio: e precisamente l' intersezione del piano ABC 
con la sfera B, . — Pur che non s' incorra in ambiguità, questi medesimi simboli B» , 
C. eec. denoteranno anche cerchi : cosi nell' es. predette, se il discorso si aggira in- 
torno a figure esistenti nel piano ABC (come spesso accade), allora il 4 cerchio di B, 
centro A ' si puè indicar tuttavia con * B* '. 

Posto ulto XII. 

P 41 — Sulla retta che unisce due punti non coincidenti A e I! vi tarò. 
un qualche punto M , per cui la sfera di A eirca M pasti anche da B. — 0, 
sotto altra veste: * Per ogni coppia di punti A e U divorai l'uno dall'altro esisterà 
. qualche puuto egualmente distante da A e da B e tale ancora, ohe nessun punte 

• diverso da quello dista da A e da B come quello ». 

P 42 — Tr. » Un tal punto M è diverso da A e da B ; e due punti quali M 

• non posson certo coesistere, so non coincidono » . [Invero, se M coincidesse con A, 
non potrebbe il punto B giacer sulla sfera A. (P 0) ; se M coincidesse con B, la 
afera A*, in quanto passa per B, conterrebbe M (P 3), il che non puè stare (P 8), 
poi che B (o con esso M) è diverso da A. Se era esistesse in AB qualche punto N 
diverso da M eppur tale, che B appartenesse alla sfera A,, il punto B risulterebbe 


cornane ad ambo le sfere A* e A», mentre A giacerebbe «oprala reità SIN (P 12. 
19): due fatti contradittort, poi che nel secondo si afferma (P 11) che le sfere A» 
e A» non s'incontrano fuori di A.] 

P 43 — Df. « Sempre che A , B siano pnnti e A diverso da B, si chiamerò 

• 'ponto medio (o centro) della coppiaA.B', ower ‘punto medio fra AeB'. 

• quel punto della congiongente A eoo B — aia per esempio M — in ordine al 

• quale succede che la sfera di A, centro M, passa anche per B: ossia quel punto 
. di AB. dal quale A e B sono egualmente distanti. • (Che esista nn tal punto e 
che ammetta una sola determinazione, è gii detto nelle P 41, 42). • Ma te por 
l'opposto i punti A e B si confondono in uno, quest' nno sarò il ' punto medio, o 
centro, di (A , B) ’. B, nell' nn caso e nell' altro, il punto medio di (A, B) «indi- 
cherò con 1 A]B '. • — Osservate che uno stesso punto è centro di ambo le coppie 
(A , B) e (B , A), vale a dir che B A = A|B. Eco. 

Postulato XIII. 

p 44 — Premetto che A , B tono punti e A dicerto da B; la tfera di B , 
eentro A, e la eongiungenle A con B Rincontrano ancora in un punto diverto da 
B, ma non potton tagliarti in pia punii diverti fra loro oda B. — Cioè • Pre- 
. messo eoe-, esisterò sulla sfera il. un tol punto S diverso da B, per eoi le sfere 

• B. ed S, non a' incontrine fuori di S •. 0, se ci piace: • Posto che i pnnti A o 

• B non coincidano, osiate un tol ponto diverso da B , ma distante da A quanto B ; 

• sotto condiziono che nessun punto diverso da quello diati da A c da B come quello >. 
— Che il punto B appartenga si all' una che all' altra figura, già si sa da P 6 e 
P 12: ma in P 44 ti afferma, che l' intersezione di AB con B. non si restringo a 
quel punto, anzi consisto in dno punti, uno dei quali è B, P altro è diverso da B 
(aè può coincidere con A, data la P 8 § 1). 

p 45 — Df. «Sotto la stessa Ipts., la locuzione ' equ incerto, o timme- 

• trito, di B ritpeUo ad A ' vien posta a significare quel punto diverso da B, 
. che giace ad un tempo sulla sfera di B circa A e sulla congiungente A con B. 

• Vedi P 44. Ma so (contro il supposto) coincidono i punti A o B , la stessa frase 
. denoterò il punto A. E in ambo i casi il simbolo * B/A ’ starò invece di ' rimine- 
. trieo di B rispetto ad A • — Osservato che, dotto M il punto medio di A e B, 
ciascuno di questi punti AeB sarà il simmetrico dell'altro rispetto ad M 
(saranno AeB punti l'un l'altro simmotrici rispetto ad M), e che, viceversa, 
da B'esB/A si deduce A — B : B' e por conseg. B — B'/A: vedi P 43. — • Dato 

• un punto A a piacere, quella relazione scambievole, o corrispondenza, che 

• intercede fra qualsivoglia punto ed il suo simmetrico rispetto ad A, ri vuol 

• chiamar ‘ timmetria rispetto ad A ' od * eguinvertione rispetto ad A ’ (A 

• sarò il * centro * di simmetria). E ‘ simmetria rispetto ad no punto '.od 

• • eqninversiene ' sarà il nome generico d'ogni corrispondenza siffatta. La sim- 
. metria rispetto ad A puè indioarsi col simbolo • /A ' • : essa costituisco una perfetta 
rappresentazione della classo ‘punto' sopra nè stessa ; è insomma una trasfor- 
mazione nnivoca doi punti in punti; anzi una trasformazione conversivi o 
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reciproca, e di piti iorolntoria ('). — Da P 44 emerge anche il fatto, che 
nessun punto diverso da A 4 simmetrico di sì medesimo: ciò* che, rispetto al- 
l' equin versione, nessun punte diverso dal centro ì * tautologo 

P 46 — Tr. • Qualunque aia il punto A , l' equinversione rispetto ad A coa- 

• verte in sì stessa punto per punto ogni sfera descritta intorno ad A come centro: 

• vaio a dire, so B o C sono punti e C spetta alla sfera B, , questa passa altresì per 

• i punti B/A o C/A. E similmente ogni j che passi per A ì figura ' simmetrica 

• di sé medesima ‘ (od ‘ autosimmetrica ') rispetto ad A. • [Cosi da P 46, 17, 39, eco.] 

Postolato XIV. 

P 47 — Essendo A , B , C pirati non collineari, le sfere C» , C, e il piano 
ABC s' incontrano ancora in un punto diverso da C, ma so» posson tagliarsi in 
pii punti diversi l'uno dati' altro e da C. — Ovvero: • Se nel medesimo piano 

• due corchi, non aventi il medesimo centro, Rincontrano fuor della linea dei contri, 

• essi avranno due punti a comuno l'un l'altro distinti, e non più. Vedi P 40 
Cfr. Eccl., lib. 3*, prp. X. — Ed anche potremo, secondo i gusti, adottar l' una o 
l'altra delle seguenti versioni: «Sul piano dei punti non collineari A,B.C devo 

• esistere un punto, che disti da A e da B quanto C, pur essendo diverso da C: ma 

• ogni altro punto dol piano, il quale disti da A o da B quanto C, coinciderli con 

• quello o con C • — • Premesso che A,B,C sono punti, A diverso da B; se qualche 
« punto diverso da C disti da A o da B quanto C , allora esiste un sol punto diverso 

• da C, che dista da A o da B quanto C sotto condizione, ebe nessun punto diverso 

• da quello disti dagli A , B , C come quello • . La quale ultima forma ha il pregio di 
escludere i termini non primitiri • retta ', * piano * sfora ', * collineari ', eco. 

P 48 — Tr, • E presi a piacere duo punti D ed E sulla retta ohe unisco A 

• con B, sempre che questi punti D ed £ non coincidano, bisognerò elio la coppia 

• dei punti comuni ad ambo le afero C„ o C« o al piano ABC si confonda con quella 

• dei punti cornimi ad ambo le sfere C» , C, « al piano ABC. • [Invero ambo i corchi 

descritti dal punto C intorno n D ed E sul piano ABC (P 40) passeranno dai punti 
comuni alle sfere C. e C, e al piano ABC, poiché vi passan le sfere C» e C, — 
grazie a 16 e (*’m) P 16 — * B<m avraBU0 P un t> 1 comune, in 

virtù di (“ ; ®) P 47.] 

P 49 — />/. • Di nuovo essendo A e B punti diversi fra loro, C un punto 

• escluso dalla conginngento A con B ; per ‘ simmetrico di C rispetto ad AB ‘ 

• s' intende quel punto del piano ABC, che appartiene ad ambo le sfere C. e C, , 

• ma è direno da C. E se al contrario C ì punto di AB, allora il ‘ simmetrico di 
« C rispetto ad AB ‘ sarò per dfnz. lo stesso punto C. 11 punto cosi definito al rap- 
. presenta col simbolo C/AB. • — Le P 47, 48 stanno a far fede, elio un siffatto 

(•) Vodi U eoa IV a Appendice. 
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ponto esisto ed è um; t che non “nto 0 subordinato alta coppia di punti A , B, 
quanto «Ila lor eongiungente AB. — Sarà manifesto anche qui, come dinoti, ohe se 
<* i il «immetrico di C rispetto ad AB, alia sos Tolta C è il simmetrico rii CT — 

Se dunque r è una retta e C no punto arbitrario, à già detto oramai che *' intenda 
per • simmetrico di C rispetto ad r .. Ci» tigoifica • il punte C, se questo appar- 
tiene ad r; so no qnel punto diserto da C, che a tenor delle P 47, 48 » comune 
alle sfera di C intorno a dne punti A e B di r (non import» quali, parchi diserri 
fra loro) e al piano ABC • . — « Data una tetta r a piacere, la relatione o eorri- 
. ipondenta - simboleggiata in */»*' — *h® intercede fra ciascun punto e il sìra- 

• metrico rispetto ad r prende nome di • simmetria rispetto ad r \ o ‘ semijiro 
. intorno ad r' (rii' ‘atte di simmetria '). B ‘simmetria rispetto a una rotta', 

• ‘simmetria assiale', ' temigiro intorno ad un asse , ecc. sarà il nome ge- 
. nerico d' ogni comspondenss siffatta • — La ‘ simmetria rispetto ad r ' (r essendo 
una tetta) é una perfetta rappresentazione della classe • punte ' sopra s» stessa, 
mia • trasformazione univoca, reciproca e insolntoria doi punti in 
punii • : in quanto coordina a eiascnn punto un punto ed nno solo, in maniera che 
un punto dato a piacere è sempre il simmetrico d'nn certo ponto, e non di più 
punti disarsi: e inoltre ogni pnnto » il simmetrico del suo simmetrico. - Emerge 
ancora da P 47 — asuto riguardo a P 28 — eh», sebben per effetto della simmetria 
ondo si parla eiascnn punto dell'asse » taulolojo, ciò» consertilo in sè stesso 
(11 semigir* ‘tien fermo' ogni punto dell'asse) fuor di quest' asse di simmetria 
non esiste alcun pnnto tautotogo ('). 

P 50 — Tr. • U simmetria rispetto ad ira asse dee eensertire in sè stessa 
. punto per punto ogni sfere, che abbia il centro sull' asse, e in si stesso ogni piano 
« Che passi por quésta retto. • [Siano A no pnnto arbitrario dell'asse r. C un pnnto 
escluso da questo rotto e D nn pnnto a piacere sopra la sfera C.: dico che il punto 
t)/r, simmetrico del pnnto D rispetto ad r, giacerà su quella medesima sfera. In- 
vero, so D fosse per asrentnra nn punto comune alla retta « alla sfera, quel pnnto 
D/r coinciderebbe een D sull» sfera (P 40). Ora, se D non appartiene ad r, il suo 
simmetrico sarà tonato a giacere sol piano Dr, cho unisce D con r, e sopra ogni 
sfera che abbia il contro in r e passi per D (P 48, 49): dunque ancor snlia sfera 
C 4 . Il resto al Lettore.] 

p 51 — Df. • Dati tre punti non collineari A,B,C, por * ribaltamento del 

• piano ABC so s» sto»», intorno ai punti A e B come cardini ' — o ‘ intorno 

• alia retto AB come pernio' — s'intenderà quella mutua ©orrls ponderila fra i 
. punti del piano ABC (simmetria del piano ABC con ti flesso, rispetto alla retta 
. AB come asse), che siepe implicata dal somlgiro intorno ad AB, giusta li prps. 
. precedente. • 

Postulato XV. 

p 52 — Estendo r una retta e C un punto (telato da /putta, u per due punii 
b ed E ti veri/Ua , che E stia sulla sfera di D circo C, tari giuoeoforsa che il 


(<) Vedi Net» IV in Appendice. 
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punto E,'r appartenga alla tfera del punto D/r intorno al punto C/t. — Oppure: 

• Ogni qualvolta dito ponti sono equidistanti da un terzo, eziandio i loro simmetrici 

• rispetto a un asse arbitrario equidistano dal simmetrico del terzo ponto •. Vedi 
P SO. — Quindi è che per simmetria rispetto ad un asse ogni sfera si specchierà 
io una sfera, e il centro dell' una avrà come immagine il centro dell’ altra: vale a 
diro, se quanti si vogliano punti distaranno egualmente da un medesimo punto 
C (giaccia o no questo sull'asse di simmetria), cosi anche i loro simmetrici dal ppnto, 
«he corrisponde a C. — Chi volesse eliminare dall' anzidetto principio (per mezzo 
delle dfns. precedenti) ogni traccia di locuzione geometrica non primitiva, potrebbe 
sempre enunciarlo, ad o*., sotto quest’ altra ferma: 

• Dati i punti A , B , C , D , K, con A diverso da B, e D , K equidistanti da C : 
. se tre punti C' , D' , E' sono tali, che ognuna delle tre coppie (C , C 1 ) , (D , D') . 
. (E , V) soddisfi alla condizione : " X' è diverso da X , ma dista da A e da B quanto 
. X ; e nessun punto diverso da X' ditta dagli A , B , X quanto X' " : oppur se mia 

• tal condizione si avvera soltanto nei punti C«C,D«D'; laddove K" =- E, o non 

• esisto aleno punto diverso da R, che disti da A e da R quanto E: allora anche 

• i punti D' ed E' ditteranno egualmente dal punto C' ». 

P53 — 77*. • Per effetto di simmetria rispetto ad un asse, pib punti colli- 

• neari si specchiano sempre in punti eziandio collineari; vale a dire ogni retta 
< si rappresenta in una retta; e allo stosso modo i simmetrici di tutti i punti d un 

• piano riproducono un piano. • [Siano A e B punti dati a piacere purché non coin- 
cidenti, od X un punto arbitrario della lor congi ungente : il punto A‘ : - A/r (r essendo 
una retta arbitraria) sarà diverso dal punto 1 i ssB/r (P 47, 48, 49). Si vuoi dimo- 
strare, che il punto X'sX/r c tenuto a giacer sulla retta A'B’. Infatti le sfere 
X» ed X’.' n' «coiranno simmetriche l' una doli' altra rispetto ad r (P 62), per modo 
eho ciascun punto dell' una si specchia in no punto dell' altra e viceversa, seuza ecce- 
zione o restrizione di sorto: • lo stesso è da diro circa le sfere X» e XV. Se dunque 
le sfere XV e XV avesser di comune alcun punto diverso da X' — puta caso ito 
punto Y’ — similmente le sfere X, t X, dovrebber tagliarsi in un punto direno 
da X, vale a dir nel simmetrico di Y': il che non é per Ipts. (P 11). Dunque X’ 
appartiene alla congiungeute di A' o B‘ (ivi). — Ora poniamo che C sia un punto 
straniero alla congiungeute A con B, e ehe X denoti un puuto qualsiasi del piano 
ABC: con argomentazione in tutto simile aita precedente e appellandosi a P 27 si 
proverà ohe il punto X' è obbligato a giacere sul pisno ATl'C'. Sicché le due rette 
AB e A’B - , come pure i due piani ABC e A'B'C 1 eon figure eimmetriehe V una dell'altra 
rispetto all'asse r: eoe.] 

P 64 — TV*. • Ogni qualvolta due punti son simmetrie! l’ uno dell' altro rispetto 
« ad un asse, il lor punto medio appartiene a quest'asse. E ogni retta simmetrica 

• di sé medesima taglierà l' asse in un punto (seppur non coincide con l' asse). • [I 
punti dati siano C e D, ed r sia l'asse di simmetria: ai può conceder ehe C non 
appartenga ad r. Pongati R hsC|D (P 43). Il semigiro intorno ad r commuto ì punti 
C e D fra loro, qnindi converte in sé stessa la retta OD (P 63, 12): onde il sim- 
metrico di B rispetto ad r — sia per ea. P — dovrà appartenere a OD. Inoltre alla 
sfera C« corrisponde la sfera D, (P52): e poiché quella passa per D (P 43) oon- 
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reni ch« quest' altra passi per C. Dunquo F sarà il punto medio fra i punti D o 
C (iti), per la qual cosa F coinciderà con E (P 42). Ma nessun punto esterno all' asse 
r può coincidere col suo simmetrico (P49): dunque E appartiene ad r. — E per- 
tanto ogni retta «, la quale sia convertita in sò stessa dal semigiro intorno ad re 
non si confonda con r, dovrà tagliar questa in un punto: visto che in s ci sarà 
sempre un punto esterno ad r; od * coinciderà con la retta che unisce un tal punto 
col suo simmetrico rispetto ad r (P 10).] 

P 66 — TV. • Se per tre punti non collineari A , B , C si dà il fatto, che C 
• appartenga alla sfera di B, centro A, nessun punto diverso da B e da C potrà 
. esser comune alla sfera B. e alla retta BC. • — Insomma * una retta non può 
incontrare una sfera in più di due punti distinti Vedi P 44. [Osservato che la 
simmetria rispetto a BC oonvorte in sè stesso ogni punto di questa retta; per la qual 
cosa, considerando a tenor di P 62 la sfera B»> che il semigiro intorno alla retta BC 
contrappone alla sfera lt. (A' essendo il simmetrico del punto A) è fona concludere 
eh# ciascun punto comune alla sfera B» e alla retta BC deve etiandio appartenere 
alla sfera B.-. D’altra parte i punti A o A' eoa diversi fra loro. (Ipts. e P 47, 49); 
nò può darsi che il punto B appartenga alla congiungento AA\ dai momento che un 
punto diverso da B (voglio dire il pnnto C) è comune ad ambo le afere B» e B»-. 
Dunquo i punti A , B , A' non collimano; c per conseg. ogni punto comune alla retta 
BC e alla sfera B» sarà sempre comune alle sfere II, o II»' o al piano ABA\ vale 
a dire comune ai due corchi B» e B.- di esso piano. Ma questi cerchi, passando 
per B e per C, non s' incontrano altrove (P 47) : dunque nessun altro pnnto è comuno 
a quelle figure, c. v. <L] 


§ ir. 

Ortogonalità fra due rette , o fra una ritta ed un piano, o tra due piani. 
.V introduce la rotazione intorno ad un aue. Simmetria riepetto ad 
un piano o t pece hi amento. Proprietà dieerte in ordine a rette, piani e e fere. 

PI— 7 V. » Sempre che i punti A e B non coincidano; qualunque volta due 

• punti l'un l'altro simmetrici rispetto ad A diate ranno egualmente da B, saranno 

• anche simmetrici l' odo dell' altro rispetto alla conginngente A oon B. • [Siano C 
e C quei punti, e C diverso da A, quindi nache da C' (P 44, 45 §1 ). L Ipte. che 
questi punti appartengano, si l'un come l'altro, alle sforo C, ,C. e alla retta CA, 
farà esser C esterno alla congiungente A con B.èC' sul piano ABC (P 11, 28 § 1): 
ondo C' - C AB (P 49 § 1).] 

p 2 — TV. • Se. essendo A , B , C punti non collineari, il simmetrico di C ri- 
. spetto ad AB stia nella retta CA, sarà tutt'uno col simmetrico di C rispetto ad 
. A. • [Posto (Ter C/AB, il punto medio fra C e C' dovrà giacere ad un tempo in 
AB o in CC (P 64, 43 § 1). Ma 0C’ = CA, dal momento che per Ipts. C appar- 
tiene a CA , ma è diverso da C (P 17, 22, 49 § 1). Dunque esso punto coinciderà con 
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A, poiché questo è il solo ponto comune alle rette AB e CA: e d'altra parte il fatto 
che A «■ C[C’ involge Cf ■=• C/A (P 45 § 1).] 

Di qol e dalle P 53,54 § 1 ai raccoglie il seguente: 

P 8 — Tic. • Premesso che i punti A ,B,C non collimano, due qualunque delle 

• condizioni: 1) ‘il punto C/A appartiene alla sfera C„ ' ; 3) ‘il punto C/AB spetta 

• alla congiungento CA 8) *i punti C A e C/AB coincidono’ sono sempre impli- 

• cate dalla condizione che resta. Inoltre il verificarsi d' una qualnoque di esse in- 

• volgerà senta più, che il semigiro intorno la retta AB converta in té stessa la 
. conginngente AC — e viceversa*. 

P 4 — TV. . Sotto la atessa Ipts.. se il semigiro intorno ad AB converte in 

• sé steau la AC, reciprocamente la AB sarà convertita in sé stessa dal semigiro 

• intorno ad AC. • [Sia C t= C/A , B’ ss B/A : si dimostra ebo il ponto B’ non diffe- 

risce dal simmetrico del ponto B rispetto alla retta CA — dopo di che basterà ri- 
chiamarsi a (|ì ' Invero, detti B" ed U i punti B/AC e B-B", si sa da una 

parte che M appartiene ad AC (P 54 § 1) o dall* altra che il semigiro intorno ad 
AC tien fermo C’ e scambia lo sfere C. e C.-> fra loro (P52 § 1): onde il ponto C. 
in quanto appartiene a C. per Ipts., dorrà eziandio appartenere a C*>. Ma dall' essere 
C un punto comune alle sforo C. e C„- ed M un punto giacente in BB", ne vìod 
che (/appartiene alla sfera C„, giusta (" •* ’®)p 16 § 1. Dunque M coincide col 
punto medio fra C e C, e però si confonde con A (P 45 § 1): dunque sant B" il 
simmetrico di B rispetto ad A, che è quanto dir B” =* lì' : c. v. d.] 

Pó — D(. • Quando ai parla di rotte, la locuzione 'r à perpendicolare 
. ad t‘ — simboleggiata in • rii' — serve ad esprimer qualmente la retta r 

• è simmetrica di sé medesima od autosimmetrica rispetto alla retta 

• s, ma non coincide con questa ». — Yed. P49, 58 § 1. — 0, in altri termini : 
. Essendo s una retta, si dirà * perpendicolare, ortogonali, o normale. 
. ad »' ogni retta (diversa da questa) che per mezzo del semigìro intorno ad t 

• ricada su sé medesima ». — In P 54 § 1 già si afferma implicitamente che, se udì 
retta è perpendicolare ad un'altra, le due rette si taglieranno in un punto. Ma dilla 
P 3 emerge altresì ehe, dato due rette r . s concorrenti in un punto — sia per es. 
A — a certificarsi che l una r è normale all'altra t basterà confermar l’esistenza d'nn 
punto il quale, giacendo in r ma fuori di r, disti da un punto di < — non importa 
qnale. purché diverso da A — quanto il suo simmetrico rivp.* ad A: oppnr sia tale, 
che il suo simmetrico risp.* ad s non esca da r\ o tale, che i suoi simmetrici risp.* 
ad A o ad s coincidane. 

P 8 — Tr. * Se una retta è perpendicolare ad nn'altra, alla sua volta quest'altra 

• è perpendicolare alla prima: cioè le due rette saranno ‘ perpendicolari fra loro' ». 
[Sia la retta r perpendicolare alla retta s, ed A denoti il loro pnnto comune (P 5). 
Sulla r esiste per certo un pnnto C e sulla s un punto R . l'imo e l'altro diversi da 
A (P 36 § 1); onde r = AC,* = AB: e tre punti A . B , 0 cosi fatti non sono per 
certo allineati, dal momento ehe r è direna da s. Ora, poiché il semigiro intorno 
ad AB converte in sé stessa la AC (P 5), non v'è altro che da richiamar» a P 4]. 
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P 7 _ xr. « Ogni qualvolta lo rotta r,t siali perpendicolari fra loco, se ai 
. toglie in una qualunque di esse — p. os. in r — un punto C a piacere, purché 

• diverso dal punto comune A, allora: 1) 11 simmetrico di C risp,* ad s sarà sempre 

• in r e ai confonderà col simmetrico di C risp.* ad A ; 2) I punti C e C 'A diste- 

• ranno egualmente da ciascun punto di *•. Eocl.. lib. 8.*, prp. III. [Il punto 
C it dovrà cader sulla retta CA . posto «he per Ipta. questa ì simmetrica di se me- 
desima rispetto ad ». Ora, tolto anche in * un punto II a piacere, purché diverso 
da A (e visto, come diana, che i punti A , B , 0 non collimano), potremo appellarci 
n P 4 : eoe.]. 

p 8 — TV. • Se di nuovo A , B , C siano punti non collineari, e la retta AC 

• perpendicolare alla AB, non ai può dar «he la aferadi A centro B e la coagiun- 

. gente A con C s' incontrino fuori del punto A». Euct.. lib. 3*. prp. XVI. [Se 
esistesse nn punto diverso da A , ma come questo comune alle A» ed AC , bisogne- 
rebbe che il suo simmetrico intorno la retta AB fosse un punto eiiandio comune 
a quelle figure; però che ognuna di esse è convertita in sé stassa dal semigiro in- 
torno ad AB (P 50 § 1, P 5). Esisterebbero dunque tre punti al tutti diversi Tra 

loro o comuni alla retta e alla sfera: il che non può darsi (P 55 § 1)]. 

P 1» — 7V. . Dati a piacere nna retta r o un punte esterno C, ai può sempre 
. trovar sulla retta nn tal punto A. porcai la retta CA sia i*rpendicolare ad r: 

- ma in r non posson coesister due punti A e B l' un l' altro distinti e tali, cho 

• ognuna delle due rette CA e CB sia ortogonale nd >*•.— È qnanto dire che .Da 

• un puuto esterno si può abbassare, o calare, una retta perpendicolare alla 

• data, ma non più dona.. Eocl., lib. 1», prp. XII. [Tolgasi il prato <7, 
simmetrico del punto C rispetto ad r; iodi il punto medio fra C e C\ ebe chiame- 
remo A. Questo punto dovrà giacere in r (P54§ 1); e la retta CA sari perpendi- 
colare alla r, in virth di P4.5. — Di poi, se esistesse in r qualche altro punto B. 
por cui fosse egualmente CB perpendicolare ad r. la simmetria rispetta ad r con- 
vertirebbe ciascuna della CÀ.CB io aè stessa (P 5): dunque in sé stesso anche C. 
poiché questo è il solo punto comune a quelle due rette (P 19 § 1, tee.). Ma il 
punto C, come esterno all’asse r, non è rispecchiato io «èstesso (ivi). Dunque un 
tal punto B non esiste]. 

P 10 — Tr. .Dati i punti non collineari A.B.C; se avvina che lacongiun- 
. gente A con C • la sfera di A circa B — oppure la eongiungento di A eoo B 
. e la sfera di A eentro C — non a’iuoontrino fbori di A , bisognerà cho le rette 
. AC ed AB sian perpendicolari fra loro Edcl-, libro 8*. prp. XVUI. Po- 

niamo che AC non sia perpendicolare ad AB. Vi sarà dunque in AC un punto 
diverso da A, e sia p. cs. D. per cui la rotta BD è normale alta rotta AD (P9): 
onde questa, per effetto del somigiro intorno a BD ricadrà an sé stessa (P 0. 5); ed 
A vorrà in qnatche punto, cortamente diverso da A. Ora, un tal punto dovrebbe 
stare ad nn tempo cosi nella retta AD, come sulla sfera A. (P 50 § 1, ecc.): la 
qual cosa è contraria all' Ipta., però cho la AD ai confonde con la retta AC (P 17 
§1). Dunque AC _ AB; ecc.] — La presenta e la P8 insieme congiunte fanno il 
teorema: - Acciò cho una retta e una sfera passanti por un medesimo puuto ir toc- 
chino (siano tangenti fra loro) it i quitto — cioè noi s'incontrino altrove — ò no- 
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cessano e basta, ebe quella retta sia ortogonale alla «ingiungente il detto punto col 
centro della sfora •. 

p il _ 7V. «So è vero ad un tempo che i pnntì A.B.C non collimano; 

• che D sia un punto dol piano ABC, per nitro esterno alla retta AB e direno da 

• C; e che le rette AC e AD sUn l una e l'altra perpendicolari alla AB: sari vero 

• altresì che i punti A,C,D eollineane ». — Qui abbiamo insomma la prps. ebe 
si suole enunciare dicendo : «Ad una retta data e da un punto dato in osea non si 
potranno «lerare, in nn medesimo piano con questa retta, due diverso perpen- 
dicolari’. [8ia B' il simmetrico di B rispetto ad A. Perché la AC è normale alla 
AB, i punti B e B' saranno oqnidistanti da C (P7); e perchè la AD è nomalo 
alla AB, saranno eziandio equidistanti da D: insomma comuni alle sfere B, e B„; 
sicché B non sppartiene alta retta CD (P 11 § 1, ecc.). Ma essi giacciono ancora snl 
piano BCD, che non differisce dal piano ABC <P28,33§1): sono dunque sim- 
metrici l une dell’altro rispetto all'asse CD (P 49 § 1), onde il lor punto medio A 
appartiene a CD: «. t. d.]. 

P 12 — Tr. . Sempre che A , B , C sUno punti non collineari, se più sfere pas- 

• santi per A e per B sono tali, che i loro centri appartengano al piano ABC . questi 
. centri saranno tutti allineati sopra una retu perpendicolare alla «ingiungente A 
. con B nel punto medio di A e B •. [Infero — detto M un tal punto medio — 

se D , E , K saranno punti del piano ABC dirersi da M , c ciascuno egualmente 

lontano da A e da B; le rette MD.MK.MF tutte quante normali in M alla 

AB (P 6). coincideranno tutte in una sola, grarie a PII]. 

Postulato XVI. 

T 13 — Se A . B , C sono punsi non collineari, etisie almeno una sfera che 
passa per A e per B , ed ha il centro nel piano ABC, ma fuori della eongiun- 
gente A c B. — Orrer, che è lo stesso: . Due punti dati a piacere in un 
. piano o dirersi fra loro equidiatano sempre da qualche punto del piano, esterno 
. alla lor congiungento ». Cfr. P41 § 1. — È sotto forma primitiva (ossia sciolta 
da ogni legame «n le definizioni precedenti): «Premesso cho A.B.C sono punti, 

• A diverso da B; sa qualche punto diverso da C dista da A e da U quanto C, 

• dovrù esistere un punto, dal quale disti A quanto B, sotto condizione che 

• qualche punto diverso da quello disti da A e da B corno quello, ma nessun punto 

• divano da quello disti da ognuno degli A.B.C «me quello «. Cfr. P 41 § 1. 

1> 14 — pr. «Sotto la stessa IptS-, sempre esisto nel piano ABC. ma fuor 
. della retta AB. qualche punto D per cui la retta DA sia normale alla AB «. — 
0, sotto altra roste: «Dati a piacere un piane, in questo piano una retta e in 
questa retta nn punto, si può sempre in quel piano e per questo punto innalaare 
(o elevare) una rotta perpendiwlare alla data». — Bucu, lib. 1°. prp. XI. 
[Che non si poasan condurre da A e noi piano ABC dne diverse perpendi«!ari ad 
AB, già si sa da P 11. — Ora tolgasi il punto B\ simmetrico di B rispetto ad A; 
e nel dato piano ABC sia D un punto equidistante da B e B\ ma diverso da A 
(P 18): la retta AD sarà perpendicolare alla AB (P 4, 5)]. — B di qui si può tosto 
concludere — avuto riguardo alla P 6, 7, 12 — che : 
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p 15 _ jy. «Il luogo geometrico d'un punto equidistante de due punti 
. dati (l'un l'altro distinti) e giacente in un piano dato che passi per questi, ènne 

• retta; arai è la retta perpendicolare alla congiungente dei punti stessi nel loro 

• punto medio » . 

Postolato XVII. 

P 16 — Sempre eh* gli A , B , C ti ano ponti non collineari, eustera un punto 
almeno, le di cui sfere intorno A , B . C ri taglino in gualche altro punto direno da 
guaito. — Insemina (P27§t>: • Dato a piacere un piano, esisterli tuttavia qualche 

• punto, che non appartiene al piano ». Cfr. P15§ 1. — Nè vi sono difficoltà per 
tradurre codesta prps. nel linguaggio primitivo del ' punto ' e dell' ‘ equidistanza ' : 

• Purché A , B , C siano punti. A diverso da B ; so qualche punto diverso da C 

• dista da A e da B quanto C, vi saranno almeno duo punti diversi fra loro, cia- 

• senno dei quali dista da A, da B e da C quanto l'altro ». 

p 17 _ Tr. • Se una retta è perpendicolare a due altre rette che si segano, nel 
. loro punto d' intersezione, sarà eziandio perpendicolare ad ogni retta che giaccia 

• nel piano di queste e passi dal loro punto comune •. — Ktrci.., lib. Il*, prp. IV. 
[Siano A ,B,C punti non collineari; D un punto del piano ABC, non però coinci- 
dente con A ; od M un punto fuor di esso piano. Se avverrà che ciascuna delle dno 
retto AB . AC ria perpendicolare alla congiungento A con M . dico che qnesta sarà 
perpendicolare alla AD. Tolgasi il punto N ss M/A. Perchè la retta MA è ortogo- 
nale alla AB. converrà che i punti M , N equidistino dal punto B(P 7); e perchè la 
stessa MA è altresi perpendicolare alla AC, converrà che quei punti M , X équidi- 
stino ancora dal punto C . Dunque ognuno dei punti A , B , C sarà equidistante dai 
punti M , N e p. c. anche il punto D , in quanto giace sul piano ABC (P 82 § 1). Or 
dunque AM -L AD (Pfi): c. v. d.]. 

I* 18 — l)f. • Una retta si dico • perpendicolare , o normale , ad un 

• piano ', quando è normale a tutte le rette che la incontrano e tono nel piano». 

— Kocu. lib. 11», dfnz. HI. Onde il Tr. prec. preude anche la forma; • Qualunque 
volta una retta è perpendicolare a duo rette che si segano nel loro puuto comune, è 
altresì perpendicolare al piano eho le eontieno. Ved. P37 § 1 ». Se una retta è nor- 
male ad nu piano, questo o quella Rincontreranno di certo; ma la retta non puh 
giacere nel piano (P 27, 3(5. 10. 21. 2(5 §1 e PII). 

P 10 — Tr. • Non si posson tirare da un punto esterno due diverso perpendico- 

• Uri ad un piano • . — Ovvero : Se A , B , C , D sono punti non complanari, è impossibile 
che lo DA. DB siano insieme perpendicolari al piano ABC». — Eucl-, iib. Il», 
prp. XIII. [Se questo rotte fossero insieme perpendicolari al piano ABC, sarebbero 
ancora, si Turni e si l'altra, normali alta congiungento A con B (PI8): il cho non 
puh darei (P 9). Ved. P 38.30 § 1. 

Postulato XVIII. 

P 20 — Qualtiaei sfera Rincontra con ogni retta, che ne contenga il centro. 

— Ovvcr, che è lo stesso: . Se A ,B,C sono punti non collineari, esisterà qualche 
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• putto cornane silo sfera di B circo A e allo congioogante A con C>. — «Se, 
» essendo A , B . C ponti dati o A diverso da B , ri sarà qiialclto punto diverso da 

• G, cbe disti da A • da B quanto C; doro esistere un punto die disti da A quanto 

• B sotto oondisiooo, che nessun punto diverso da quello disti da A e da C come quello • . 
— Per la qual cosa, arato riguardo a P 44 § 1 : 

P 21 — Tr. . Dna «fera qualsiroglia e una retta, che no oontenga il centro, 

• si taglieranno in due pnnti l'un l'altro distinti e simmetrici rispetto al 

• contro •. 

P 22 — ùf. Basendo r una retta, il nome generico di " rotaiione intorno 

• ad r" b por significare la risaltante o prodotto dei semigiri intorno a due 

• retto diverse, perpendicolari si l'ima che l'altra alla retta r in un medesimo punto 

• (ma del resto arbitrarie). 'Asse di roteatone' è questa retta r. Ved. P4D§le 

• P 5 ». Osservato che qualsivoglia rotaaiono sari sempre una trasformazione 
univoca o reciproca dei punti in ponti, come il semigiro; e che, dati gli 
assi «or dei due semigiri componenti una certa 'rotazione intorno ad r', e 
noto anohe l'ordine in oui si succedoa quei due semigiri, la rotazione onde si 
parla n'escii* pienamente individuata: ma il prodotto di /u per /v — cioè la rota- 
zione che nasco eseguendo prima/* e poi /e — differisce per solito dal prodotto di /o 
per /*; le due operazioni composte essendo l'una inversa deH'altra, come ap- 
parisce dall'eguaglianza simbolica : /* . /o ./»./* = /« . {/*>}* ./* — /*./«= 1. Co- 
sicché la trasformazione inversa d'una rotazione qual si voglia è ancora una rota- 
zione. Eec. ('). 

P 28 — Tr. . Come il semigiro, cosi anche la rotazione intorno ad un 

• asse coordina sempre a più ponti equidistanti da un punto dato a piacere 

• altri punti eziandio equidistanti da un medesimo punto; e cioè rappresenta sfere 

• con sforo in modo, che i centri di sfere omologhe son ponti omologhi: onde a 

• punti allineati corrispondono punti allineati, a complanari, complanari; 

• a coppie di rette ortogonali altre coppie dirette oziandio perpendicolari 

• fra loro; occ. Inoltre la rotazione (come il semigìro) tien fermo ogni punto dell'asse, e 

• converte in sé «tessa ogni sfera, che abbia il centro sull'asse ». [Siano come dianzi 
lo rotto « o o perpendicolari alla retta r in un medesimo punto A e diverse fra 
loro. 8e d'un punto qualsivoglia ir togliamo prima il simmetrico rispetto ad u — 
che sia p. cs. U' — poi di questo il simmetrico rispetto a o — che sia p. es. M" — 
sari precisamente M” l'immagine del punto M in virtù della rotazione /o./k, pro- 
dotto di /* per lo. Or se più punti E.F.G,... equidistano dal punto M, simil- 
mente i punti E'.F'.G’,... distaranno egualmente dal punto M' (P47, 19 § 1); e 
per la stessa ragione i punti E”, F*’ , G" ,. . . dal punto M": cioè la trasformazione 
suddetta cengia punto per punto la sfera E* nella fera KV- E di qui — argomen- 
tando siccome in P 53 § 1 — facilmente si trae, che a qualunque retta dee corri- 
spondere ponto por punto una retta, a ciascun piano un piano; al punto medio 
d'una coppia di punti qnali che siano il ponto medio della coppia omologa — e p. c. 
(P 5, 7 ecc.) ad ogni coppia di rette perpendicolari fra loro una coppia di rette eziandio 
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perpendicolari.' ecc. — Di poi, preso un punto B a piacere sull'asse di rotazione r. il 
punto B' simmetrico di B rispetto ad « coincider* col punto B/A, dal momento ebo 
ri»; quindi il punto B'/o (ossia B) eoi punto B, risto che r_t_t>: onde il punto 
B * tautologo. — luiino, qualunque sfera descritta intorno a B come contro dorrà 
tagliar l'asse r in duo punti (P21): uno di questi sin p. ss. C. Ora, per ci» che si 
è detto, alia sfera C, corrisponde la sfora CV; ad inoltri B = B”e C = C": 
dunque la sfera C, si conserte in sé stessa (P 2, 3, 4 § 1); ecc. sce.]. 

P 24 — Tr. • Se essendo A , B , C , D quattro punti non complanari, lo rette 

• AB, AC sian perpendicolari alla AD e il punto C disti da A quanto 11; allora i 

• punti BsC disieranno egualmente da D>. [Ponga* K sa D/A ed FesB|C. 11 

punto F » direno da A , perchè i punti A , B , C non collimano (P 39 $ 1, ecc.); e 
la retta BC perpcndleolare alta retta FA (P 3, 6). mentro i prati II e C sono l'uà 
l'altro simmetrici rispetto a questa FA. Inoltre la retta DA , perpendicolare ad ambo 
le rotte AB. AC per Ipts.. sarà oaiaadie perpendicolare alla retta FA (P 18, eoe.); 
e p. coni, i simmetrici del punto D rispetto ad A e rispetto alle AB , FA si con- 
fonderanno in un solo o medesimo punto E (P 7). Xe viene che il semigiro intorno 
ad AB tieno formo B e conduce D in E, specchiando H„ su B, (P52§ I); laddove 

il semigiro intorno ad AF porta B in C o ripone E in D , specchiando 11, su C» . 

Dunque ('operazione, e trasformazione, composta more» questi due semigiri — ossia 
la risultante, o prodotto, di /AB por /AP — rappresenta punto per punto la sfera 
B, sulla sfera C„. D'altra parte questa rotazione dee convertire in sé stessa la sfera B, 
( P 22, 23) : e per» si eonclude. che le dne sfere B, e C» si confondono in una. Dunquo 
i vero che C appartiene n B„: e. r. d.]. 

P 25 — Tr. > Di nuovo essendo A , B , C , D punti non complanari ; ss arrisa 

• che la retta BA sia perpendicolare ad ambo le rette AC , AD, e la AC perpeodi- 

• solare alla retta CD , sarà inoltro CD perpendicolare alla retta BC e per cor». 

- normale al piano ABC. Ved. P 18 ». — Quarto il teorema • delle tre perpendi- 
colari ohe si prora come in Lkuexdxb, Eie motti di Qeomttria , lil>. 5*. prp. IV. 
[Tolgaai E £3 D/C. Perchè CD CA, i punti D.E saranno egonlmeuto distanti da 
A (P3. 5); o perché la BA à nonnaie n ciascun delle AC, AD, dnaquo normale 
alla AE (P 17). potremo invocare la P 24. in virtù della quale 1 punti 

1) ed E saranno eziandio equidistanti da B: onde CD_lCB (P3, 5); eco.]. 

P 26 — Tr. • Si pu» sempre da un punto dato esterno ad un piano abbassare ima 

• retta perpendicolare ni piano ». — Eeou, lib. Il*, prp. XI. [Sia il dato punto D. 
Nel piano dato esistono per certo tre prati non collineari A , B , C (P 27 § 1) ; e sulla 
coogiungente A con B vi aarà senza follo anche tur punto — sia per es. A — per 
coi la retta DA riesee normale alla AB (P 9). Di poi sul piano ABC , ma fuor della 
retta AB , deve esistere un punto — o eia p. os. C — tal che CA _L AB (P 14). Or 
se la retta DA risultasse per avventura, nonnaie ad AC, sarebbe essa stessa la per- 
pendicolare al plano dato. Un se cosi non è, si pu» nondimeno trovar nella retta 
CA qualche punto diverto da A — e sia questo ad ss. C — per cui DC t. CA (P 9); 
o dopo ci» 1» P 25 no assicura, ebo una tal retta DC i senza fallo normale al piano 
ABC. Eoe.]. 
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P 27 — Tr. « Sempre che gli A , B , C , D suso punti non compiali ari, «iste 

• almeno una rotazione intorno la retta AB, mercè della quale C ai rappresenta in 

• un punto del piano ABD. — Vcd. P22 ». [Si può concedere che A aia quel punto 
di AB. per cui CA _L AB (P 9): e eho AD sia la retta perpendicolare innalzata da 
A alla AB nel piano ABD (PII, M). Questa retta no incontra per certo la sfera 
C. (P 20) : uno dei punti comuni sia p. ca. E. Infine denoti P il punto C|E, per 
certo diverso da A. Ora, poiché la retta BA è supposta normale a ciascuna delle 
AC.AE, sarà eziandio perpendicolare alla congiungente A con P (P 17); anzi i 
punti C ed E n' cadranno l'un l'altro aimmetrici riapetto a codesta FA : per la qnal 
cosa 1 due semigiri intorno alle AC,AF, composti fra loro in qucat'ordinc, produr- 
ranno una rotazione intorno ad AB come asse, in virtù della qualo C ai trasferisco 
in E, osala nel piano ABD], 

P 28 — Tr. » Da un punto dato in un piano ai pui sempre innalzare una retta 

• perpendicolare al dette plano ». — Eoo,, lib. Il», prp. XII. [Sia dato il piano 
<r, o un punto A in esso: «1 vuol trovare nna retta che passi per A e aia perpendi- 
colare a a. Tolgasi in questo piano un punto B a piacere, purché diremo da A (Non 
ai puè negar l'esistenza di punti distinti nel piano: atteso che, per es., il giudizio 
'« è nn piano' non differisco dall’altro ‘esisti® tre punti non collineari A.B.C. 
e <r :ABC: efr. P. 26 §1). Ora è certo che esiste anche un punto escluso da a 
(P 16), e p. c. anche nu piano — sia p. e*, v — diverso da a e contenente la retta 
AB eome a. In quest' altro piano conduca» la retta AD perpendicolare alla AB (P 14): 
o poi similmente in un piano, U quale contenga eziandio quella retta AD , ma non 
si confonda con i , tirisi AC perpendicolare ad AD: cosi che la medesima AD sia 
normale ad ambo le rette AB, AC. Se il punto C e p. e. la retta AC cadessero in 
o, sarebbe dunque AD la perpendicolare cercata. Se ciò non è, vi sari nondimeno 
— grazie a P27 — una rotazione interno ad AB come asse, in virtù della quale 
C si rappresenta in nn punto del piano a. Allora, dette C e V le immagini che una 
rotazione si fatta coordina ai punti C a D. la retta AD* n' uscirà perpendicolare cosi 
alla retta AB, eome alla retta AC* (P 23), • p. c. anche a <r, che le oonliene 
ambedue]. 

Postulato XIX. 

P 20 — Se U tfere d'ttn punto D intorno a ire punti non colli mari t'incon- 
trano ancora in un punto (ticerto da quello, per et. in E. non posson tagliarti 
altrove; ottia non avranno alcun punto a comune diverto da D t da E. — 0, 

• in altri termini : • Premesso che A , B , C , D , E sono ponti, ed A non coincide 

• con B, nè D oon E; se il punto K dista da ognuno degli A , B. C quanto D, e 

• se qualche punto diverso da C dista da A e da B quanto C: allora ogni punto, 

• che disti da ognuno degli A,B, C quanto D, coinciderà con D o con E Per 
la qual cosa, se 1 centri di tre sfere date non siano ponti allineati, concluderemo 
che o non esiste alcun punto comune a tutte e tre quelle sfere, o che ia loro inter- 
sezione si restringe nd nn ponto, o censiste in due punti diversi. — Nè 
sarà fuor di luogo osservare che, mentre il principio XVII (P 16) concedo allo 
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spatio le tre dimensioni (ncU'aceeziono ordinaria), il principio XIX che qui 
si postula escludo la quarta dimensione. 

P 30 — Tr. • E, sotto la stessa Ipts., prosi a piacere nel piano ASC tre punti 

• non collineari H , I , L , la coppia di ponti comuni alle sfere D„ , D, , D L coinci- 

. deri con la coppia D , E •. [Tutte e tre queste sfere passano infatti per D e per 
E — grazie a ^ ) P 82 § 1 — ma non hanno altri punti a comune (P 29)]. 

P 81 — J)f. • Essendo A , B ,C tre punti non collineari e D un punto esterno 
4 al piano ABC, la frase: ‘ simmetrico del punto D rispetto al piano ABC ' 

4 vien posta a significare quel punto diverso da D, che giace ad un tempo 
. sulle tre sfere D* , D. , De . Ved. P 27 § 1 e P29-. — Dn tal punto — sia p. 
es. E — esiste per certo ed ammette una sola determinazione (iti): esso non i su- 
bordinato ai punti A.B.C, ma si raramente al piano ABC; poiché non cangia 
luogo, so al posto degli A , B , C togliamo altri punti di questo piano, come H , I , L « 
(P 80). — 4 Ma se. per contrario, D appartiene al piano ABC, chiameremo timme- 
4 trico del punto D (rispetto al piano ABC) lo stesso punto D . E in ambo i casi il 
4 punto cosi definito s' indicherà brevemente con 1 D/ABC ' • . — lnsomma, dato un piano 
n e un punto D qualsivoglia, il punto ‘ D/rr so D giaccia in n, sarà il punto D 
stesso; e ove D sia escluso da n, sarà quel punto diverso da D, che — a tener 
delle P27 § 1, P29 e P80 — è comune alle sfere di D intorno a tro punti non 
collineari del piano .? (non importa quali); dunque comune a tutte le sfere che 
passan per D, avendo in n i loro centri. — Emerge di qni che se un punto E è 
simmetrico di nn punto D (rispetto a n) questo ì, alla sua volta, il simmetrico del 
punto E. — • La relazione o corrispondenza espressa dai termini: ‘simmetrico 
4 rispetto a r» ' e simboleggiata in ’/*' (essendo >r un piano) che intercedo fra 
4 ciascnn punto ed il buo simmetrico, prende i nomi di ‘ simmetria rispetto 
4 a jt ', o di ' specchia mento al piano a' (o ‘contro ir') — che in tale ufficio 

• si chiama piano di simmetria: cosicché ‘simmetria rispetto ad un piane' 

• 'simmetria planare ‘epeeebiamento', ecc., sarà il nome generico d'ogni 

• corrispondenza siffatta • . 

Certi eventi, già segnalati a proposito delle simmetrie rispetto ad un punto e 
rispetto ad un asse (P 45, 49 § 1) ricorrono qui tali e quali. Cosi la ‘ simmetria 
rispetto al piano n‘ sarà una perfetta rappresentazione dello ‘spazio' su sì 
medesimo; una trasformazione univoca, reciproca e involutoria ‘dei 
punti in punti ’ — come qualunque simmetria centrale od assiale. — Si osserri 
ancora che, tranne i punti del piano rt di simmetria (ogouo dei quali coincide 
con la propria immagiuo), nessun altro punto ì tautologo in forza di /te: vale a dir 
che ogni punto esterno a quel piano ì diverso dal suo simmetrico. Eco. ('). 

P 32 — Tr. • Per mezzo della simmetria rispetto ad un piano, qualsiasi sfera, 

• il cui centro ì nel piano di simmetria, si rispecchia pnnto per punto in sì stessa; 

• e similmente ogni retta perpendicolare a quel piano è tautologa * . [La prima parte 
consegue immediatimento dalle oose dette (P 29, 30,31); l'altra deriva dalle P3, 
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fi, 18: mercè le quali si prora che, sopra una retta normale al piano di simmetrìa, due 
punti simmetrici rispetto al piede equidistano sempre da ciascun punto del piano]. 
P 33 - Tr. . Da un punto dato in un piano non si potranno elevare due rette 

• diverse, ambedue perpendicolari a quel piano». Ecci.., lib. 11°, prp. XIII. — 
Orver, che è lo atesso (P 17, 18) : • A.B.C siano punti non collineari, ed E,F 
punti esclusi dal piano ABC: se i punti A,R,F non collineano, sarà impossibile 
che tanto AK quanto Ah’ siano rette perpendicolari a ciascuna delle AB, AC ». 
[Se esser puh, ciascuna delle duo ratte AE , AK sia perpendicolare a ciascuna delle 

AB, AC; e la sfera di B centro A tagli la eongiungente A con C nei punti C e 
C (P 21). Ne viene che i punti B , C , C, come equidistanti da A , saranno etiandio 
equidistanti da E — giurie a P 24 — e, per le stesse ragioni, equidistanti al- 
tresì da K. Dunque le sfere del punto C intorno ai tre pnnti non collineari A , E , F 
si taglierebber nei punti B e C\ diversi l'un l'altro e da C : la qual cosa è in op- 
posizione col pati. XIX (P 29). Non è dunque possibile eco., ccc.]. 

P 34 — Tr. «Se una retta è perpendicolare in un punto a tre altre rette ohe 

• s'incontrano in esso, questo tre rette saranno in un medesimo piano». — Euci... 
lib. 11°, prp. V. — 0, in altri termini: A,B,C siano punti non collineari, ed 
E , F punti esterni al plano ABC, non però allineati con A: se le tre rette AC, 
AE, AP sono tutte ad un tempo normali alla congiungente A con B. dovranno giacer 
tutte e tre in un medesimo piano». [Perchè la retta AB è normale ad ambo le 
rette AC , AE, la perpendicolare elevata dal punto A alla AC nel piano ACE (PII. 
U) — sia p. es. AH — è in pari tempo normale ad AB (P ^7). Similmente, per 
e .-sere AB perpendicolare ad ambo le rette AC.AP, se tiriamo dal punto A la per- 
pendicolare alla AC nel piano ACF — e sia p. es. AK — questa risulta eziandio per- 
pendicolare ad AB. Dunque le retto AH ed AK, in quanto ciascuna è normale a cia- 
scuna delle AB e AC , n'esciranno ambedue perpendicolari al piano ABC (P 17, 18): 
o però si confonderanno in una sola (P 33): dunque coincideranno anche i piani ACH , 
ACK . Ma questi non si distinguono dai piani ACE , ACP (P 33 § 1) — i quali 
perciò si confonderanno in un solo e medesimo piano contenente ad un tempo le rette 

AC , AE , AK (P28 § 1): c. v. d.]. 

P 85 — Df. • Il piano che. a tenore di P 34, contiene tutte le rette perpen- 
» dicol ari a una retta data in un medesimo punto di questa è, per dfnz.. il ‘ piano 

• perpondioolare, o normale, alla retta in quel punto'.» — Di qui 
tosto — presenti le P 18, 84 — si deduce, che • Se una retta è perpendicolare ad 
un piano, questo a sua volta è perpendicolare alla retta: e viceversa». E, avuto 
riguardo allo P 15 § 1 e P 9, 14, 16: » Data una retta e dato un punto a piacere, 

• sia che il punto appartenga alla retta o che ne stia fuori, ci sarà sempre un piano 
. che passa dal punto, ed è normale alla retta (anzi uno solo) ». — Il semlgiro 
(P 5) converte in sà stessa ogni retta e quindi ogni piano perpendicolare 
all’ asse. Ma dalle P 23, 34 emerge altresi che: 

P 36 — Tr. • Qual si voglia rotazione converte in sò ste»o ogni piano per- 

• pendicolare all'asse. E, per mezzodì semigiri o di rotazioni, da rette e piani 

• perpendicolari tira loro non si ricavau che retto e piani perpendicolari, • 
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P 37 — TV. • Due pioni non coincidenti, che tbbiano un punto n comune, »' in- 

• contrano lungo una retta. > [Siano ( c a i due piani, A il punto comune. In forza 
di P 28 ri saranno due rotte r, r, l' una perpendicolare al piano pel' altra al piano 
a nel medesimo punto A: o cioè la r perpendicolare a tutte le rette di p che pas- 
san per A, e cosi la * a tutte le rette di <r che passan da A (P 18). E queste due 
rette r ,i sono al certo distinte fra loro; perchè ee coincidessero, la P 34 ci ob- 
bligherebbe a concludere, che anche i piani p e a coincidono: la qual cosa è contraria 
all' Ipts. Esisterà dunque una retta t perpendicolare in A al piano delle r,s (P 37 § 1, 
P 38). Or questa retta t, in quanto è normale ad r (P 18), sarà costretta a giacere 
nel piano p, che è normale in A alla r (P 34, 35); e in quanto è normalo ad ». 
giacerà similmente nel piano a : sarà insomma comune ai due piani dati. Nè questi 
possono incontrarsi altrove: perchè, se avessero qualche altro punto a comune fuor 
di ossa retta I, coinciderebbero (P 37 § 1).] 

P 38 — TV. • Il luogo d'ogni punto equidistante da due punti dati A e 

• B non coincidenti lini loto, è il piano perpendicolare alla congiungente A con B nel 

• punto medio lira questi (‘piano polare" di ÀeB)* Cfr. P 15. — [Pongasi CsaA|B: 
e y sia il piano perpendicolare in C alla AB. Si vuol provare che ciascun punto di 
y equidista dai punti A o B ; o che viceversa ogni punto, il qnale disti egualmente 
da A e da B, giace in y . Per dfnx. C equidista da A e da B (P 41 § 1). Ora, se X 
è un altro punto qualsiasi del piano y, la retta CX sarà ortogonale alla AB (P 17, 
35): onde basta appellarsi a P 7. per concludere che A o B equidistan da X. — Di 
poi, so si chiams ad os. Y un punto arbitrario fra gli equidistanti da A e da B, sol 
che diverso da C ; 1» retta CX , essendo normale io C alla AB (P 5), giacerà per 
intero in y (P 34, 35): oce., eco.] 

P 88 — TV. * Ne viene, cho ogni qualvolta due punti siano simmetrici l'uno 

• all' albo rispetto ad un piano (P 31). il lor punto medio giacerà in questo 

• piano, cho risulta perpendicolare alla lor congiungente. • 

P 40 — TV. « E le sfere d' un punto arbitrario intorno n più punii non com- 

• planari, non hanno albi punti a comune, da quello in fuori. * — Vale a dire che 
. Essendo A , B . C , D punti non complanari od U un punto arbitrario, le sfere M, , 
M„ , Me , M„ non s'incontrano fuori di M • [Perchè, se avessero ancor qualche punto 
a comune diverso daM — o sin per os. N — i punti dati, come equidistanti da 
M e da N, dovrebbero star tutti o quattro in un piano (P 38). Eco.] 

P 41 — TV. « Ogni qualvolta duo punti cquidUtano da un terzo punto, eziandio 

• i lor simmetrici rispetto a un piano arbitrario disieranno egualmente dal sim- 

• metrico del terzo punto. » — In albi termini : • Per smmebia rispetto ad un piano 
arbitrario, l' Immagine di qualsivoglia sfera è una sfera, e i due Centri ri corrispoo- 
don fra loro ». Cfr. P 52 § 1. [A ,B , C siano punti o C disti da A quanto B: si 
vuol dimostrare che la sfera del pnnto B> (p essendo un piano arbitrario) circa il 
punto AJp contiene il punto C/p. Pongasi A' m A/#» , B'ns B/p , C'smC//» ; indi 
M -ht A|A',N = B|B',0 = C|C'. Sipuè concedere cho A non appartenga a /« (P 32): 
onde A' è diverso da A, e la retta AA' perpendicolare al piano n noi punto M 
(P 39). La sfera B. taglierà quella retta AA' in duo punti (P 21), per ea. in D ed 
E: i lor simmetrici rispetto a p siano D' ed E’. Supporremo dapprima, che C non 
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appartenga ad AA', ni a p : ondo 0 è direno da M « C da C, e la retta MO per- 
pendicolare alle retta AA' « CC sei punti M ed 0 (P 39, 18, fl). 1 punti A e A' 

— e nello stesso modo anche i punti C e C\ D a D‘ — saranno dunque simmetrici 
l imo dell’ altro rispetto alla retta MO (P 43, 49, 50 § l. P5); e per conaog. 
C o D* equidistanti da A, grarie a P 62 § 1. Ansi una tal conclusione regge anche 
aU’ipta,, che C appartenga a /»; sebbene allora vien meno la CC. Di poi suppor- 
remo, che C appartenga ad AA'. do* ai confonda con uno dei punti D , E : onde C 
ai confonderli con D' o con E'. Ma i punti D’ ed h” sono ancora i simmetrici dei 
punti D ed E rispetto al punto M (P39); e perciò anche rispetto a qua- 
lunque retta del piano /i, che passi per M, risto che AA' J-ft: onde qui pur si 
deduce, che i punti C e D’ equidistan da A'. Ora, tolti B e B’ al posto di C e C. 
si prorerebbo allo stesso modo, die anche B' e D' eqnidiriano sempre da A'. Per 
la qual cosa avremo ad un tempo, che C dista da A' quanto C, e V da A' quanto 
B': dunque C da A' quanto B', in virtù del principio V (P 7 § 1).] 

P 42 — Tr. Pertanto • Gli stessi fatti, che già segnalammo in P 53 § 1 o 

• P 23 a proposito di simmetria assiale, o semigiro, e di rotaiione (come 

• altrettanti corollari del principio XV) sussistono ancora nella simmetria pla- 

• nare, o specchiamento ad un piano. Cosicché, se nna retta è normale 

• ad nn piano (P 18, 85), il rimile avviene delle loro immagini •. 

P 43 — Tr. E resta provato altresì che • Ogni coppia di sfere simmetriche 

• (l' una dell' altra) rispetto ad un piano, sono anche simmetriche fra loro rispetto a 

• qualunque retta del piane, che passi dal punto medio dei centri. K, viceversa, dne 

• sfere simmetriche intorno a nna retta soa sempre simmetriche rispetto al piano che 

• passa per l' asse, ed é normale alla cougiuagente i loro centri (ovvero — se le due 

• sfere coincidono — rispetto a qualunque piano che passi dal commi centro; giusta 
. le P50§1 e P 82) 

P 44 — Tr. • E ogni qualvolta duo punti equidistano da un (erto punto, auohe 
. 1 loro eqninversl, o simmetrici, rispetto a nn punto arbitrario disto- 

• ranno egualmente dall' equine erse, o simmetrico, dei teno ponto. Vedi P 45 § 1. • 

— Vale a dire che: «Se tre punti A.B.C seno tali, obe C diati da A quanto B, 
e siano presi anche i loro simmetrici A' , B* e C rispetto ad un punto 0 qualsi- 
voglia; converrà cho i due punti B’ e C* wjuidistino dal punto A' •. Insemina « anche 
T oq il inversione cangia le sfere in sfere e i centri nei centri ». [Si pné conceder 
che A’ è diverso da M (P 46 § 1): ondo la retu MA ne taglia in <lne punti la sfera 
B, (P 21). Questi sian per es. D od E; e siano D 1 ed E" i simmetrici rispetto ad 
M. So C non appartiene alla conginagente A con M, conducasi iu M la perpendi- 
colare r al piano ACM (P 28, 33); o se per contro C coincide con D o con K, tol- 
gasi in luogo di r una retta perpendicolare a quella «ingiungente iu M : la qual 
cosa 4 certamente possibile, giusta P 14 (e visto «he l'esisteuia d‘nn piano, il quale 
contenga ambo i punti A ed M. non può revocarsi in dubbio, dopo P 15 § 1). Allora 
i punti A , A' — o nello stesso modo anche i punti C o C\ D e D' — n’ cadranno 
l'un l'altro simmetrici rispetto ad r (P54 §1,P18,6,5, occ.): per la qual 
cosa, come C e D sono equidistanti da A. cori Cel)' equidistanti da A' (P 52 § 1). 
Ma una consegueoia in tutto simile a questa vien fuori, purché ri tolgano 1 ponti 
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B e B' al posto di C a C ; Tal» a dire che anche B' e I)' saranno equidistanti da 
A': onde è fona concluder eh» i punti B' « C oquidistan da A' (P 7 § 1).] 

P 45 — Tr. Quindi 4 elio • Lo medesimo conseguenze di P 52 § 1 gii segna- 
late in P 53 § 1, P 23 e P 42 a proposito di simm etria assiale o planar» 

• •di rotazione intorno ad un asse, valgono ancora per la simmetria 

• centrale, od equinversione •. Ad esempio: • Per ognuna dello tre simmetrie 
l'immagino di una coppia di rette perpendicolari fra loro i sempre nna coppia di 
rette eziandio perpendicolari : e cosi * piano e retta ' perpendicolari fra loro si ripro- 
ducono costantemente in ‘ piano e retta ‘ perpendicolari •. 

P46 — Tr. Inoltre • Ogni coppia di sfere simmetriche (l'una dell'altra) ri- 

• spetto ad nn pnnto sono simmetriche ancora rispetto a qualunque retta, eh» passi 

• per detto punto e sia normale alla conginngente i loro centri ; e perciò aneli» rispetto 

• al piano normale a questa congiungcnte in quel pnnto (P 43) (ovvero — se le due 

• sfere coincidono — rispetto a qualunque retta o piano che passi dal comun centro: 

• Tedi P 46, 50 § 1 P 32). E, viceversa, due sfere simmetriche rispetto ad un asse, 

• sono eziandio simmetriche rispetto al punto medio dei loro centri (il quale appar- 

• tiene all'asse) •. 

P 47 — Tr. • Se due piani si tagliano, e siane tagliati da un terzo e da un 

• quarto piano ambedue perpendicolari alla retta cornane ai dne primi, la intono- 

• zione di questi col terzo piano sari nna coppia di rette simmetrica alla inter- 

• sezione col quarto. • Vedi P 37. — Orvero : • Essendo A , B , C , D punti non com- 
planari, e la rotta AD perpendicolare al piano ABC; so nei piani ABD.ACD si 
condnoon lo retto DE , DF ambedue perpendicolari alla AD, le due «oppio di retto 
(AB , AC) , (DP , DE) si corrispoodon fra loro por simmetria rispetto ad un asse». 
[Pesto 0^-A|D, condurremo nei piani ABD.ACD le rette OH , OK normali alla 
AD (P 39 § 1, P 14); o i punti H e K li supporremo equidistanti da 0, prendendo 
ad ea. K sulla sfera di H circa il punto 0 (P 20). Allora, fatto M = H|K, la simmetria 
rispetto alla retta MO, perpendicolare ad ambo lo retto AD, HE, permuta l'uno 
coll' altro i ponti A o D, come pure H e K : dunque fa corrisponder tra loro i dne 
plani ABD.ACD (eho non differiscono dai piani ADH.ADK); mentre la retta DA 
si converte in ai stessa. Per consegnenza la retta BA — perpendicolare innalzata 
dal punto A alla AD nel piano ABD — si congeli in quella rotta del piano ACD, 
che è normale in D alla AD (P 28, 14, 11) ossia nella retta DF: e al modo stosso 
la AC netla DE: c. t. d.] 

P48 — Tr. • Duo retta perpendicolari, si l una e si l'altra, a un medesimo 

• piano, sono esso stesse in un piano, ma non s'incontrano ».[Le retto AC, DO siano 
due perpendicolari al piano /s innalzate dai punti A o D (non coincidenti fra loro); 
e nel piano ACD si produca la retta DF perpendicolare alla congiungente A cen D; 
poi net pian» ju le rette AB e DE, l'una e l'altra perpendicolari alla stesa AD. 
Ora, per esser la AC perpendicolare alla AB, eonverri che DF sia ortogonale a DE, 
grazie al Tr. precedente (e alla P 23). Onde la rotta DF sari in un tempo perpen- 
dicolare alle rette AD o DE. e perciò anche al piano ji; corno la retta DG. Dunque 
le reti» DF e DG si confondono in una (P 33) ; o però le AC e DG sono entrambe 
nel plano ACD. D'altra parte un punto comune alle rette AC e DG non può esi- 
stere, data la P 19.] — Nasco di qui, senz'altro, la prps. seguente: 
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P 49 — Tr. • Se da più punti d una medesima retta giacente in un piano dato 

• s‘ innalzano rette perpendicolari al piano, tutta questa normali giaceranno in un 

• piano. E similmente lo perpendicolari abbassate ad un piano dai rari punti d'una 
« medesima retta — la quale non giaccia sul piano, nè sia perpendicolare al piano 

• — sono tutte in un solo e medesimo piano; e i loro piedi si trovano tutti in 

• una medesima retta •. 

P 60 — Tr. • Qualunque volta un piano contenga una retta perpendicolare ad 

• un altro piano, succederli che ogni retta giacente nel primo, ovver nel secondo, 

• di questi piani o normale alla loro oomune intersezione sarà perpendicolare al se- 

• «onde, od al primo •. [La retta r giaccia nel piano. p, e sia normale al piano o 
nel punto A. I duo piani si taglieranno per certo lungo una retta t, ebe passa da 
questo punto 18, 37). Siano D un punto arbitrario di /, ed u, v le perpendicolari 
innalzato alla retta t dal punto B nei piani e e e: si proverà «he «A» e u-Lp. 
Infatti la perpendicolare elevata io B al piano o, oltre ad esser normale a /, giace 
nel piano Br, se B è diverso da A (P 48); oppur coincide con r, se B = A (P 33): 
dunque essa giace in p (P 37 § 1), o per conseguenza coincide con u (P 11); sicché 
» J_e. Ma di qui nasce altresì che uJ-o: onde !> perpendicolare a ciascuna delle 
t , u » per conseguenza al piano p] . 

P 51 — Df. • Si dice che un piano p è ‘ perpendicolari, ortogonali, o nor- 

• mal* ad nn altro piano e lungo una rotta l di questo* allorché giac- 

• eiono in p tutte quante le rette normali a e nei vari punti di t. Vedi P 49. * — 
Dati a piacere un piano e in questo piano una retta; resistenza d'un piano, anzi 
di un solo piano perpendicolare al’ piano dato lungo la retta data è fuor di qui- 
stione, dopo le P 28, 48. — E intorno alle P 48, SO, SI si raccolgono i latti seguenti: 

P 52 — Tr. • Ogni qualvolta un piano è perpendicolare ad un altro piano, 
« questo è, alla sua volta, perpendicolare al primo • . 

P 53 — Tr. • E se duo piani sono perpendicolari fra loro, qualunque retta tirata 

• in uno di essi normalmente alla cornane intersezione sarà perpendicolare all'altro 
. piano, i — Cfr. Eocl, lib. Il*, dfnz. IV. 

P 54 Tr. • Se nna ratta è normale ad un piano, tutti i piani che la coDten- 

• gouo saranno eziandio perpendicolari a quel medesimo piano. • — Eocl, lib. 11°, 
prp- XVIII. — • E se, viceversa, due piani saranoo perpendicolari fra loro, qualunque 
retta normale ad uno di essi tirata da un punto arbitrario dell* altro giace tutta in 
quest* altro. • [Invero la detta normale coinciderà con la perpendicolare condotta 
nell' altro piano e dal punto stosso all' intersezione dei piani (P 58, 19, 33)]. 

P 55 — Tr. . So di due piani che si segano, ciascuno è perpendicolare ad un 

• terzo piano, eziandio la comuoe intersezione loro sarà normale a quest’ altro piano. • 
— Eocl, lib. 1 1°. prp. XIX. [Invoro, se da un punto comune ai primi due piani 
condurremo la retta perpendicolare al terzo piano, questa dorrà giacere in ognuno di 
quelli (P54)]. 

P 545 — Tr. . Di due piani perpendicolari fra loro, ciascuno è simmetrico 
« di sé medesimo rispetto all'altro. [Cosi dalle P 31, 32, 51, 54} — Reciproca- 
« mente due piani diversi, uno doi quali sia rispecchiato in sé stesso dall' altro, sa- 

• ranno sempre ortogonali •. 
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§ III. 

Punti interni od esterni a una sfera. Segmenti, raggi, semipiani, 
angoli, triangoli, eee. 

PI — Ir. • Se due «fere hanno nn ponto a cornane, che non sia allineato coi 

• centri, si taglieranno secondo nn cerchio, il coi piano i perpendicolare alla con- 

• giungente i dne centri in nn ponto, il qoale è anche centro del cerchia Vedi 

• P 40 § 1. • — È quanto dire che: • Se A. , B , C sono punti non collineari, le dne 
sfere C, e C. *' incontrano in tatti i ponti d' un oerohio, a coi fa da centro il piede 
della normale calata da C eolia congiungente A con B (nel piano AIIC) e da sostegno 
il piano perpendicolare in detto punto alla stessa AB •. [Sia D quel punto di All, 
per eni OD -LAB (P 9 §2); indi p il piano perpeadicolaro in D alla AB, ed E un 
ponto arbitrario del cerohio d' intersezione (Va il detto piano e la sfera C, : in primo 
luogo si proverà che nn tal ponto è sempre comune ad ambo le sfere C, e C„ Sì 
può concedere, che il ponto B sia direno da C. Per certo esiste una rotazione 
intorno ad AB come asse (o un semigiro, se F. — C/ÀB), merci della quale il 
ponto C si trasferisce sul piano ABE (P27 §2, eoe.). Ora l'immagine C del punto 
C, dorata a codesta rappresentazione, dovrà stare: 1) nel piano p — in quanto esso 
piano rien trasformato punto per punto in si stesso dalla rotazione (o dal semigiro), 
grazie a P 28 § 2 — e perciò nella retta DE, oomune ai due piani p e ABE; corno 
ancora 2) in ciascuna dello tre sforo C A , C, , C» — però che ognuna di queste i 
eziandio convertita in si stessa. Dunque il punto C* coincide con ano dei punti co* 
mani alla retta DE e alla sfera C»; vaio a dire con K o con E/D (P 21 §2): ma 
se coincide con E/D, la simmetria rispetto ad AB lo traduce in E, senta distoglierlo 
dalle due sfere tautologhe C, e C. (P 50 §1). Dunque ò fona che il punto E appar- 
tenga a queste due sfere. — Appresso, tolgasi un punto F diverso da C e da C/AB, ma 
come questi comune alle sfere C„ iC,. Un tal punto non giace sul piano ABC (P47 
§ 1) ; ma, se si effettua una rotaxiene intorno la retta AB per modo, che il punto C 
si trasporti nel piano ABF, la nuova immagine di C sarà sempre un punto cornane 
alle sfere tautologhe C, t C„ e però non diverso dall'uno o dall'altro dei ponti F, 
F/AB. Dunque la retta FD, come immagine della CD, sarà aneli' essa normale ad 
AB (P23§3): quindi obbligata a giacere nel piano CDE (P 34, 35 §2). D'altra 
parte ogni punto comune alle sfere C, e C„ deve star nella sfera C» (P 16 § 1): sarà 
dunque comune a queste figure C» e CDE. Bec.] 

P 2 — TV. • Se no medesimo cerchio è comune a più sfere, i centri di queste 

• saranno tatti allineati •. [Poniamo che il cerchio C, n C, della prps. precedente 
sia contenuto eziandio dalla sfere C«. Se il centro H di questa non si trovasse in 
AB , allora il piano ABH taglierebbe quel cerchio in due punti M , N , l'uno diverso 
dall'altro (P 47 § 1); o per oons. le sfere M. , M, , M. — che non differiscon dalle 
C» , C. , C» (P 10 § 1) — si taglierebber nei punti M , X: assurdo (P 27 g 1)]. 

P 8 — Tr. • Se una sfera ed on piano hanno un punto a comune, o non avranno 

• altri punti a oomune da quello in fuori, o si taglieranno secondo u n cerchio, il 
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• eoi centro è sull» normale a! detto piano tirata dai centro della arar» • . — Veda 
il Lettor». 

P4 — Df. ■ Qualunque siano i punti A o B, questo nome: ‘afer* polare, 
« o polo sfera, di A e B' - compendiato in • Sfr (A , B) 1 — denota ta sfera di 

• A n di B , eircnmstante al punto medio di (A , B) come centro. I quali punti 
« A e B si noteranno altresì come •poli’ di essa sfora, ocome pnnti • diarhetra- 
. monte opposti’. Ved. P 41-43 § I. E similmente la sfera, che passa per nn dato 

• cerchio ed ha inoltre lo stesso centro di questo (P 40 § 1) sarà la • sfera po- 

• lare', o • polotfera' del cerchio». — Ossecrate che, posto M== A|B , si arri 
sempre Sfr (A , B) —» Sfr (B , A) A* = B* ; e che, se i pnnti A » B si confon- 
dono in nuo, la polosfera di A e B si restringo in quest’ unico punto. Beo. 

P 6 — Df. • Dìcesi 1 intento alla sfera ' il punto medio di qualsiasi coppia 

• di ponti esistenti sopra la sfera e diversi l’ uno daU’altro ». — Per la qnal cosa 
posto che A.B siano pnnti, la prps.* * X è punto interno alta sfera B»' sari 
equivalente al gindiiie : • Sopra la sfera B, esiston dee punti non coincidenti fra 
loro, i quali ammettono X per punto modio ». — E al contrario sari da chiamar 
‘ punto esterno ’ ogni ponto, por cui non esistano sopra la sfera due punti, neppur 
coincidenti, ehe lo ammettono qual punto medio ». 

P6 — Tr. .Ciascun punto che non appartenga alla sfera dev’essere in- 
» terno od esterno; ni potrà osaor l’nno o l’altro ad un tempo: i punti cho giac- 
«ciono sopra la sfora non sono Interni, ni esterni. Il contro della sfera sarà 
«punto io terno, se por altro la sfera non si restringa ad un ponto; ccc. eco. ». 
[Che p. es. uhm pnnto interno a B„ possa giacer su B. (qualunque siano del resto 
i punti A e B) emerge dalle P43,42, 55 § 1. E cho A sia interno a B. (quando A 
« diremo da B) ee lo dice P 44 § 1. Ecc.]. 

P 7 — Tr. t PurehC A , B , X siano pnnti e A diverso da B , dire che • X è 

• interno a B.’ vai quanto affermare delle dne cose l'nna; o che X si confonde 

• col centro A della sfera, o ehe il plano perpendicolare in X alla congiungente A 

• con X incontra la sfera in qualche pnnto diverso da X •. Perciò si equiralgono 
ancora i gindiit: ‘X è esterno a B, ’, ed “X non coincide con A, e il piano 
perpendicolaro in X alla eonginngento A con X non incontra la sfera Ved. P 6. 
[Se X A diverso da A, ma sulla sfera B„ esistono punti distinti — por es. B eC — 
tali cho = B|C, converrà che le AX e BC siano retto perpendicolari fra loro (P5, 
$ 21 e che II plano perpendloolate in X ad AX contenga BC (P 34, 35 §2): eco. 
— Vedi anche P 3]. 

P 8 — Tr. «E secondo che X è intorno, od «torno, a B, , ciascun punto 

• deBa X, sarà intorno, od esterno, a B» •. [Invero, preso un punto a piacere sopra 
la sfera X.. purché diretto da X — dico nn punto T — e visto che il piato po- 
lare di (X , Y) passerà sempre da A (P 38 §2); se a questo piano si specchiano i 
punti B e C, lo loro immagini saranno ancora in B. o simmetriche rispetto ad Y 
(P 22, 41 § 2): ondo Y interno a B., come X. Eco.]. 

PO— Df. « I punti d' un piano si dicono ‘ interni, od esterni a d nn cerchio ‘ 

• dato in <jnel piano, secondo ehe sono intorni od «storni alla polosfera del cerchio. 

• Vedi P 4, 5 . — Pertaato, se nn plano contenga i punti A , B , X (A diverso da 
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B), lari X interno al cerchio B. di esso piano allora sol tanto, che X coincida con 
A , o che la perpendicolare elevata da X alla congiungente A con X (in quel piano) 
incontri fuori di X il cerchio (P 20 § 2 e P 3, 7).] 

P 10 — Df. • Sempre che A , B , X siano punti, si suol dire eho ‘ X giace fra 
. A e B ’ qualunque volta X sia allineato con A e B, oltre che interno alla polo- 

• sfera di A o B. Vedi P 4, 5. E per ' segmento ' s'intenderà la figura costituita 

• in tutti quei punti, che giaccion fra due punti dati (estremità del segmento), 

• oppure si confondono con l'uno o l'altro di questi. 11 segmento (o intervallo) 
. che hai punti A o B per estremi, s'indicherà con • | AB [ ' : sicché |AB] = |BA[. 

• 1 punti che giacciono fralo due estremità si dicono interni al segmento ». 
— Per la qual cosa (avuto riguardo alle P 4, 8): 

P 11 — Tr. « Ni A, né B — e, se A = B, nessun punto — pace fra A o 
« B; ma se A è diverso da B, fra questi due giace almeno il lor punto medio. I 

• punti A e B spettano sempre ad |AB| ; ma se A — ■ B (vale a dire se coincidon gli 

• estremi) la figura abbraccia un sol punto. E so A e B sian diversi tra loro, il 

• segmento |AB| non è altro che il luogo di tutti quo' punti della congiungente A 

■ con B, da ciascuno dei quali innalzando una retta perpendicolare ad AB, questa 
» incontra la polosfera di A o B • . 

POSTUI-ATO XX. 

P 12 — Se tre punti A , B , C sono tali , che C giaccia fra A « B, non potrà 
darti che B stia fra A e C (ni che A stia fra B e C). Vale a dire (P 10): 

• Dati sopra una retta tre punti A,B,C l’un l'altro distinti; se il piano perpen- 

• dicolare alla retta in C incontra la polosfera di A e B, non potrà darsi che il 

• piano perpendicolare in B incontri la polosfera di A e C (né che il piano perpen- 
.dicolare in A incontri la polosfera di B e C). Vedi P35§2oP4».E restituita 
nella sua forma primitiva (che a mala pena si scorge attraverso la serie delle defi- 
nitioni precedenti) la stessa prpsx. suonerebbe cosi: .Supposto: 1) che A,B,C, 

• D , E siano punti, C diverso da A e da B, e che nessun punto diverso da C disti 

. da A e da B quanto C; 2) che il punto g j equidisti dai punti ^ * q|, ma 

• nessun punto diverso da ^ j disti da ognuno dei punti £ * ® j quanto ^ j : allora. 

• se esiston due punti, ognuno dei quali disti da A e da B quanto l' altro e da D 
. quanto A . sotto condizione che nessun punto diverso da C disti da ognuno di lor 
. quanto C; non possono esistere duo punti, ognuno dei quali disti da B e da C 
. quanto l'altro e da E quanto A, sotto condizione che nessun punto diverso da E 
. disti da ognuno di lor quanto E ». Ma un'altro principio interviene co) precedente 
in quasi tutto le proprietà segmentane. 

Posto lato XXI. 

P 18 — Dati i punti non collineari A , B , C ; qualunque retta del piano ABC , 
che passi fra i punti A e B, dovrà inoltre passare fra i punti A e C o 
fra i punti B « C: se però non contenga nessuno degli A.B, C. — Cosi anche 
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il Pasch nel IV Qrondsatz circa la * superficie pinna ' (’)• E, sotto reste poco di- 
versa: • Non esiste una retta, ohe giaccia nel piano di tre punti non collineari, e 

• incontri ano solo dei tre segmenti racchiusi da questi pnnti ». — I fatti 
geometrici d'ordine primitivo, che si compendiano in questo principio (trasfi- 
gurati da un lungo processo di definiiione) divengon palesi noli' enunciato seguente: 

• Premesso: 1) che A , B , C , D , E , P soni punti, A diverso da B, e che qualche 

D l 

• punto direno da C dista da A o da B quanto C; 2) che il punto E equidista 


n punto diverso da E t dista da ognuno di questi 


■ BeC ' quanto E ! ; se in ordino ad altri pnnti U , V , W succede: 3) che nessun 
C e A | Fi 

D ( A«B) Uj 

• punto diverso V , disti da ognuno dei punti B e Cl quanto V e nessun punto 

W i C e A ) W \ 

• diverso da W disti da U e da V qnanto W ; 4) eh' csistan due pnnti non eoinei- 

» denti, ognuno dei quali disti da A e da B quanto l'altro, e da D quanto A, con 

• l’obbligo, che nessun punto diverso da U disti da ognuno di lor qnanto 17; allora 

• questa condizione 4) o si verifica ancorché si tolgano i pnnti B , C . E , V in luogo 
. degli A , B , D , U ; o si avvera togliendo per essi ordinatamente C , A , F , W ». 

P 14 — Tr. • Se A , B , C seno punti collineari, non esiste alcun ponto, il quale 

• appartenga ad un solo dei tre segmenti |AB| ,|BCj,|CA|. • [ Si ommette l’ipo- 
tesi, ohe due di que' pnnti coincidano. — Ora, dato ebo i punti a , B , G siano al 
tutto diversi fra loro, proveremo ehe, se un punto D è interno ad |AB|, ma 
esterno ad |AC|, dovrà essere interno a |BC;. Tolgasi fuor della retta AB un 
punto E a piacere; o sulla retta BE un ponto F, esterno al segmento |BEj — 
quindi anche alla retta BA — per et. il simmetrico di E rispetto a II (che non 
appartiene a |BE|, dal momento che B s|EP,: vedi P 45 § 1 ; P IO, 11, 12). U retta 
DF, passando fra i pnnti A e B, senza passar fra B ed E, dovrà contener qualche 
punto interno ad |AEj (P 13). E, perchè passa fra i punti A ed E. ma non fra C 
ed A, passerà fra C ed E (P 18). Dnnque la stessa DF, in quanto passa fra i punti 
C ed K, ma non fra B ed E, dovrà passar fra B e C (P 13): che è quanto affer- 
mare De'BCi; nessun altro punto essendo comune alle rette AB , DFJ. 

P 15 — Tr. • E, sotto la stessa Ipts., bisognerà che C spetti ad |AB|, o ehe 
. B spetti ad |A0|, o ehe A spetti a |BC|. • — Ossia: • Di tre punti collineari, uno 

• almeno starà nel segmento racchiuso dagli altri due ». [A cebo qui supporremo, che 

i punti A , B, C siano tutti diversi; e mostreremo che dall' ipts. ‘ C non appartieni) 
ad |AB|, nè B ad |AC| ', si deduce che ‘ A è in |BCj '. Siano D nn punto fuor della 
retta AB (P 15 § 1, eco.), poscia E un punto ehe giace fri i punti B c D, quale ad ce. il 
punto Bi D (P 11): onde B esterno al segmento |DE|, grazio ad P 12. Dunque 


Variti, ih. tauri Otawt, Leipzig, 188* <p»g. *1). 
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la retta CE, pattando fra i punti B e D, ma non fra B ed A, patterà fra D ed 
A (P 13) ; tagliando ad et. in F il segmento [ADj. E, porche i punti A , D , E non 

collimano ed F giace fra A e D, mentre B non à fra D ed E, la retta BF doni 

pasaar fra i due punti A ed E (P 13); tagliando in G per es. il segmento |AE|. Di 
poi, risto che 0 sta fra A ed E, laddore B non è posto fra A e C, bisognerà che 
F stia fra C ed E (P 13). Onde non resta più che invocare la stessa P 13 in ordine 
ai punti E,B,G e alla retto DA, per concluder che A sto fra B e C: e.v. i] 
P 16 — Tr. « Se A,B,C sono punti non collineari, nessuna retto del piano 

• ABC pub passare ad un tempo fra B e C, fra C ed A, e fra A e B — Ossia: 

• tre punti A',B\C\ interni rispettivamente a |BC|,|CA|,|AB|, non sono mai 

. allineati ♦. Cfr. P 13. — [Se A' potesse giacer fra B' e C', la retta BC dovrebbe 

passare fra i punti A e B’, o fra i punti A « C (P 13); e per conseguenza C gia- 

cere tra A e B', ovvero B fra A e C’ (P 19 § 1, eoe.): contro P 12. Al modo stesso 
si prova, cho il punto lì* non giacerà fra i due punti A' » C, «è C 1 fra A' e B\ 
Dunque — grazie a P 15 — i punti A' , B' e C' non saranno per certo collineari. 
— Pasch, loc. citi, pag. 25J. 

P 17 — Tr. • Dall' ipta. ebe ‘ A , B , C , D siano punti, C appartenga ad J AB ; 

• e D appartenga ad |AC| ' nasce sempre, che C apparirono a |BD| •. [Basterà di- 

mostrare che ogni qualvolta C giace fra A e B, e D fra A 0 C, bisognerà che 
C stia fra 11 e D: perchè, se due 0 più di quei punti coincidono, il Tr. consegue 
ipso facto dalla dfuz. del segmento (P 10). — Sia dunque Eun punto arbitrario, 
purché esterno alla retto dei quattro punti, ed F un punto obbligato soltanto a giacer 
fra D ed E : siechè — por via di ^ P 12 — fra i punti D ed F non cade 

alcun puuto della congiungente E con C. Or se questa — che non conticno F, nè 
alcuno dei punti A.B.D — tagliasse per avventura il segmento jFAj, dorrebbe 
tagliare anche |AD|. grazie a ^ ' £ j P 18 ; per la qual cosa C cadrebbe fra i punti 
A e D; contro l' ipta. fatto, che D appartenga ad JAC) (P 12). Ma, se la retta CE 
non passa fra i punti A ed F, dorrà senta tolto incontrare |FB|, grazie a ^ P 13, 
e visto che C per ipts. giace fra A e B. Passerà dunque fra i punti F e B; e, non 
avendo alcun punto a comune con |FD|, le converrà di passare fra i punti B e D. 
in virtù di P 18: ecc.] — Di qui nasce senz'altro — avuto riguardo a 

P 12 — che: 

P 18 — Tr. • Se un punto C giace frai punti A e B, e un punto D fra gli A 

• eC, non puè D giacer fra B e C; 0, in altri termini: se C giace fra AtB, i 

• segmenti ]AC| e |CB| non avranno alcun punto a comune, da C in fuori (') — Per 

O Sciti mi* Memori» citai» in Prefazione «Unno lo luogo del piti. XX 1* don P 14 o 
P 18, die 80n «Urloni fr» quattro ponti. Uditivo P 12 S un* relaziono fra tra. La lompllS- 
ouioao cho or »' introduce proviene dai ‘ ffnuMtfm itr Gtotttìrit ' di I). Hiuuarr (2* «di». 
§3; Leipzig, l&08)c doto il fatto cho «Di tre ponti collineari, ano ed uno aolo giaco fra gli 
altri dai » b tolto 1 principio fondamentale di * Anontiung ', Ultimo col noto Ultima del Pasca 
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« la qual «osa: Noti esiste alcun punto intorno comune a tutti e tre gli intor- 

• Talli, che hanno gli estremi in tre punti dati a piacere • . [Uno invero dei punti 
dati (*e questi son tutti direni e collinean fra loro) giace fra gli altri due (P 15). 
Se no, basta appellarsi a P 10, 11]. 

P 19 — Tr. • Se tre punti A , B , C sono tali, che C stia nel segmento |ABj, 

• tutto il segmento |ACj — e al modo stesso anche l' altro |UC| — sarà contenuto 
« in|AB ; e ciascun punto interno ad]AC|on|BC|sarà interno ad |ABj Iosomma: 

• Ciascun punto di un qualiiroglia segmento determina ooi punti estremi due nuovi 
segmenti, che son contenuti nel primo •. [Se A = B, uon oocorron parole. — Po- 
niamo che A e B nen coincidano. Allora ogni punto di |AC[, diverso da A e da C, sarà 
interno all' uno o all' altro dei due segmenti |ABj,!BC| (P 14). Ma non pub essere 
interno a |BC| (P18): dunque è interno ad |AB|.] 

P 20 — Tr. • E, nella stessa Ipts., |AB| si compone di tutti i punti, che spot- 

• tane indistintamente ad jAC| e a |BC|, e di questi soli •. — Cioè: • Qualsivoglia 
segmento è la somma logica dei duo segmenti intercetti fra un suo punto arbi- 
trario e le duo estremità «. [Invero qualunque punto di |ABJ dovrà stare in uno 
almeno dei due segmenti |AC| e BCj (P 14). il resto à già detto in P 19]. 

P 21 — Tr. • Quaisiroglia segmento contiene tutto il segmento racchiuso da 
> due de' suoi punti •. — E cioà dall' ipts. ' A , B ,C,D sono punti, e C,D»|AB|', 
si deduce che |CD| £) jABj. [Per certo D appartiene ad |AC|, o a |BC|(P 20): dunque 
|CD| sarà contenuto da |AC| o da |BC|, e per conseg. da|ÀB|(P 19)]. 

P 22 — Tr. • Se i punti A , B , C non collineano, e siano presi i punti A' e B’ 

• rispettivamente in |BC| e |CA|, dovrà esistere un ponto comune ai segmenti |AA'| 

• o jBB‘| ». [Suppongo A' diverso da B e da C, corno pure B' diverso da C o da A. 
li principio XXI — ove si enunci nei punti B,C,B‘ e per la retta A A - — ne 
assicura, che questa retta incentrerà |BB'| in un punto, da poi eho A non pub stare 
fra B‘ e C i motivo di P 12. K per le stesse ragioni la retta BB' dovrà tagliare il 
segmento ]AA'| in un punto. Ma questi due punti d' intersezione coincidono; poiché 
ciascuno i comune alte rette AA‘ e BB', che non si confondon tra loro — vitto eho 
all' una appartiene il punto B, escluso dall' altra]. — Nel modo stesso si proverebbe 
il teor.: 

P 23 — Tr. • Ed ogni retta, la qualo unisca B oon qualche punto dell’ inter- 

• vallo |AA‘|, incontra sompre jCÀ| ». 

P 24 — 7V. • Dati i punti non collineari A , B . C e un quarte punto D, altro 

• ohe A o B; se avvieo che la retta DA passi fra B e 0, e la retta DB fra C ed 

• A, bisognerà che la retta DC passi fra A e B •. [Per certe i ponti C e D non 
coincidono, poiché la retta DA non contiene C. Ora le AD e BD taglieranno ad 
es. nei punti A'tffi segmenti |BC| e |CA|: per la qual cesa D sarà interne al 


(eh'» per noi In P là) e eo» r»rl altri potiti. I quali tolti vetuier poi riprodotti sella ' ) UtioMl 
Gtùmttry ’ di G. 11. Il aliti» (N'otr-Yotk, IOMJl Ha ooierrate eho dello due porti in eoi il pò» «in- 
dole il detto principio (vedi le noi tre P 12 e P 1SJ nna» coMegaentn dell' altra e del citato automa 
di M. PoaciL 
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segmento !AA'| (P 22); laddove C non può stare fri A' e B (P 12). Di qui la tesi 
in virtù di (* ’ P 18} 

P 25 — Tr. • Purché A , B siano punti, le sfere di B centro A e di A «entro 

• B »' incontrano ». — Questa è insemina la prova, ali' esiste un triangolo equi- 
latero avento un dato segmento |AB| come lato. Eccl., lìb. 1*. prp. I. [Si può 
conceder «he i punti A e B non coincidano (P 9 § 1 ). Posto M = A|B , A’ AB, 
siamo certi che M appartiene ad |AB| o B ad |AA'| (P IO, 11), e per conseg. M ad 
|AA'| (P 19); anzi M interno a questo segmento. Dnnque il piano perpendicolare in 
M alla retta AB taglieri in qualche punto diverso da M la polosfera di A e A' 
(P 10), cioè la «fera A»; e se indichiamo con X un tal punto, la retta 11X è nor- 
male ad AB (P 35 § 2). Pertanto la simmetria rispetto alla retta MX rappresenta 
A con B e B con A (P 5, 6 § 2). permutando la sfera A, con la sfora B. (P 52 § 1): 
dunque X, in quanto appartiene ad A» e di più corrisponde a sè stesso (P 49 § 1). 
dovrà essere un punto comune ad ambedue quelle sfere.] 

P 26 — Tr. • Se A , B , C seno punti non collineari o lo retto AB , AC pcr- 

• pendicolari fra loro, ti deduce che A sarà interno alla sfera C., e C esterno 
. alla sfera A,. Vedi P 5 •. [Già si sa che la sfera C, e la «ingiungente A con B 
si taglieranno in duo punti — sian per cs. D,E — diversi l’un l'altro e da C 
(P 21 § 2, eoe.). Circa la seconda parte del Tr., posto P A/B ed M s=C|D. basterà 
dimostrare, che uno dei punti D ed E giace fuor dol segmento |PA|: visto che D si 
baratta con C per messo del semigiro intorno alla retta BM, il quale converte in 
tè atessa ia sfera A. (P 50 § 1, P 3 §2, eco.). Ora il punto F. al pari di A, sarà 
interno alla sfora D» — poiché si scambia con A per effetto d'equi oversione rispetto 
a B, ferma stante D„ — e perù l'uno e l'altro staranno fra i punti D ed E (P 10): 
ond' è uopo che il punto F cada fra A ed E o fra A e D (P 20). Ma nell' un caso 
E, nell'altro D, sarà esterno ad !AF| (P 12)} — E di qui tosto, richiamando le 
P 8, 10 § 2 : 

P 27 — Tr. . 8e una retta e una sfora si toccano — cioè »' incontrano, una 

• sola volta — tutti i punti di quella saranno esterni olla sfera, tranne uno 

• solo (il punto di contatto)*. 

P 28 — Tr. • E se A , B , C sono punti, ed A intorno alla sfera C„, converrà 
« che C sia esterno alla sfera K, •. [Se A è diverso da B, sulla sfera C, ri sarà 
qualche pulito D. per cui la retta DA sia normale ad AB (P 6, 7): un tal punto 
sarà esterno ad A, (P 26) e con esso anche il punto C (P 8)]. 

P 29 — Df. • Se A , B sono ponti non coincidenti. V'ombra di B da A ' 

• — o ' prolungamento di |ÀB| oltre B' — denotan la «lasse dei punti, per 

• ognuno dei quali — sia per «s. X — il punto B appartiene al segmento |AX|. — 

• La ‘ semiretta A per B ' — o ' raggio A verso B ' — sarà invece la classe dei 

• punti che stanno in | AB j, o nel prolungamento di |AB| oltre B. Il punto A ì 

• 1'* origine ' di questa figura: la quale — corno retta terminata in A — «' indicherà 

• con ' | AB ' •. — Osservate che il punto B e il simmetrico di A rispetto a B spet- 
tano sempre all'ombra di B da A; eome i punti A e B/A all'ombra di A da B 
(P 10, 11, eoe.): a che la simmetria non distruggo la qualità di ' segmento ' e 
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di ‘ raggio vaio a dire che un raggio AB o un segmento |AB| dati a piacere eoo 
covarianti di A e B nei rispetti del semigiro, dell’ equin versione e dello 
apoeehiamento ad un piano. Vedi P 52, 53 § 1, P 43, 44 § 2; eco. 

P 30 — Tr. • Sotto la stossa Ipotesi, non esisto alcun punto comune ai duo 

• prolungamenti di |AB|; ni alcun punto, che giaccia ad un tempo in j AB| e nel 

• prolungamento oltre B, se si eccettua B: ma il segmento |AB| co’ suoi prolunga- 

• menti ' ombra di A da B ’ o ‘ ombra di B da A ' riproducono tutta la retta *. 
[L’ultima cosa è apertamente significata in P 16 — presente la P29. — Che nasca 
contradiiiene al supporre “ X appartiene all' ombra di A da B e all'ombra di B da 
A " — vale a dire (P 29) “A t |BX; insieme con B t |AX I " — emerge dalle PII, 
12. — E che un ponto 7. di AB j coincida con B. qualunque volta B « | AZ|, è altresì 
detto in P 12; so si considera, che per ipts. non si può avere B » |AZ| con Z— ■ A. 

• che le due condizioni Z «|AB| B < |AZj si escluderanno a vicenda, se Z è diverso 
da B (P 12).] 

P 81 — Tr. • Kd [AB| sarà il luogo dei punti, che tono comuni ai due raggi 

• AB e |BA •. 

P 32 Tr. * E le ombre di B da A o di A da B sono raggi ; anzi, posto C = A7B, 

• l'ombra di B da A nou differisce dal raggio |BC ». [I punti B e C sodo comuni 
alle due figure (P 29); e, per qualunque altro punto X, la condizione B e|AX| in- 
sieme con la B t |AC| ne escludono ebe B possa star fra C ed X, risto la ^ 

P 13: onde X appartiene a |BC|, o C a BX| (P 15); vale a dire X « |BC (P 29). 
qualunque volta è nell'ombra di B da A. — Viceversa da ognuna delle condizioni 
1 X e |BC| ', 1 C t BX| ’ si deduco che B non pub star fra C od X (P 15): onde 
B « | AX| — posto che B « |AC| per ipts. e data la P 16 — sempro che X 
appartenga a BC.] 

P33 — Tr. . E, se C, D sono punti arbitrari del raggio A verso B, converrà 

• che D appartenga ad |AC|, o C ad |ADj; ma. quando siano dirmi da A. questo 

• punto non appartiene a |CD|». L'Ipts. è che gli A.B.C.D soddisfacciano le 

relazioni: “C *|AB), ovvero B * AC " e “ D« AB|, ovvero B « |AD|" (P29); 
la qual cosa equivale a supporre: “ C • ;AB| con D t |AB[, ovvero C t |AB| con B * 
|AD|, oworo B » |AC|, oon D«|AB|. ovvero B < |ACj con B«|AD|".— Se uno dei 
punti C,D si confonde con A o con B, la Ts. è vera senz'altro (P 11, 29, eoe.): 
si pub dunque concedere che siaa direni da A e da B. Allora dal primo membro 
C , D • |AB| dell' Ipts. nasce elio A non appartiene a |BC[, nè a !BI)| (P 12, eco.), 
dunque nemmeno a ICD| (P 14) : por la qual cosa, in virtù di P 15. bisognerà che 
D appartenga adIACj, o C ad !AD|, che è la Ts. Dal secondo membro 'C«|ABje 
B • |AD| ’ si deduco, a tenor di P 19, che C appartiene ad |AD|. Noi modo 

stesso vediamo, che il terzo membro dell' Ipts. coinvolge la relazione D $ |AC]. In- 
fine dall'ultima parte ‘ B * |ACi con B«|ADj‘ nasce tosto, come della prima, che 
A non pub stare in |BCj, nè in |BD| (P 12), quindi nemmeno in [CDj (P 14): 
■eec., cce.]. 
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P 34 — Tr. * tooltre coincideranno i dde raggi |AB e|ÀC, qualunque rotta C 

• sia nn punto di |AI1, purché diverso da A *. [La drnstx. suddetta prora sonz'àilro. 
che in quest' Ipts. ciascun punto D, il quale appartenga ad |AB , giace ancora in 
IAC. Ma la stessa Ipts. • C « |AB| ovvero B » |AC| ' non si altera, perchè si scam- 
bino fra loro i punti B e C: dunque ogni punto di |AC dorrà appartenere ad [AB.] 

P 86 — Tr. • E il segmento [CD!, che ha per estremi due punti arbitrari del 

• raggio [AB, giacerà tutto in questo ». [Trascurando il supporre, che C 0 D si con- 
fonda con A, si avrà per dimostrato, che [AB — |AC = [AD (P 34); o d'altra parte 
|CD| sarà contenuto in |AC| o in |AD|, secondo che D « |ÀC| o che C * |ÀD[ 
(P 19, 33)]. 

P 36 — tr. • Qualunque retta è di risa 'da un suo punto arbitrario in due 
« raggi, simmetrici l'uno doU'alhro rispetto a quel punto, che ne è l'ortgino. 
«Questi raggi non hanno altri punti a comune (dall'origine in (bori); ma, presi in- 
«sieme, riprodneon la retta». [Chi ben guardi, il Tr. è già stabilito in P80.32, 
34 : ma si puè confermare esplicitamente .cosi. Dicasi A il punto dato : e tolgasi nn 
punto B a piacere sopra la retta data, purché diverso da A (P 26 § I), iadi il punto 
B* eu B/A (P 44, 45 § 1): le due semirette in questione son sempre |AB e 'AB'. Anzi- 
tutto l'ombra di A da B si confonde col raggio [AB* (P 32), mentre il raggio |AB 
consiste in |AB| e nell'ombra di B da A (P29): per la qual cosa i due raggi assoni - 
man la retta, senz’aver punti a comune da A in fuori (P 30). Appresso se il punto 
B cangia luogo, passando ad e*, in C, i nuovi raggi ,AC,|AC non differiscon dai 
primi, tutt'al più commutati fra loro (P34), dacché il nuovo punto C cadrà neces- 
sariamente in |AB o in |AB'. Infine so si considera, che la simmetria rispetto ad A 
(per via di P 45 § 1 eP29) trasforma l'uno néU'altro i segmenti |AB| e AB] e fa 
corrispondere la condizione B' t |AX’j alla B 1 1 AX| — dove X denoti nn punto arbi- 
trario di AB, e aia fatto X’msX/A — concluderemo che i raggi |AB c |AB' sono l'un 
l'altro simmetrici rispetto ad A], — Ne viene, ad es„ che qualunque sfera descritta 
intorno ad A come centro taglierà sempre in un punto ciascuno dei raggi comple- 
mentari [AB e 'AB' (P 21 § 2); ossia: 

P37 — Tr. «Un raggio dato a piacere taglia in un punto qualunque sfera’, 

• che abbia per contro l'origine; ma non esistono sopra un medesimo raggio duo 

• punti diversi e ad «guai distanza dall'origine ». 

P 38 — Df. «E (nell' Ipts. di P 34) acquistan valore preciso le locuzioni : i 

• punti C e D son situati * dalla stessa banda di A — oppure * da bandi 

• opposto di A'; mercè lo quali (dato che nè C, nè D si confonda con A) si 

• esprimo che i punti C o Ò sou tutti e due i n uno solo di que' duo raggi com- 

• plementari [AB e |AB‘ — oppur che l'uu punto giace in un raggio e l'altro nel- 

• l'altro. Vod. P36». — Uno di questi fatti deve sempre aver luogo, ma tutti due 
in una volta non ai offriranno giammai. — Insomma le semiretto, in cnl resta 
divisa la retta mercè d'un suo punto A, si chiamano ancora ‘ le due bandi di A 
sopra la retta '. 

P 39 — Df. • Data una retta r e un punto esterno P, 1 ' ' ombra di r da P ' 
« non è àlito che il luogo di tutti quo' punti X per cui si verifica, che ;PX; incontri 
« r. — Il * semipiano r per P ' o ‘ da r vena P ', simboleggiato in ‘ |r P ', i 
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• la classa dai punti, ognuno dei quali — sia p. «a. T — giace sul piano Pr in raa- 
■ niew che la retta r non incontri il segmento PY|, o lo incontri tutt'al più in Y .. 

— Luna o l'altra figura contengono la propria origine r, e «od covarianti di 
r e P rispetto alla simmetria. Eoe. 

P -IO — ÌY. . Sotto la stessa Ipts,, e dotto P" il simmetrico del punto P ri- 

• spetto alla retta r, 1* • ombra di r da P ' si confonde col semipiano • da r verso 

• P ' ’• Cfr- P 32. [Per certo r passa fra P e P' (P 54 § 1 e P 11). Ora, se un punto 

X appartiene all'ombra di r da P , ma noa alla retta sicché questa ne incontri 

il segmento |PX| fuor degli estremi (P39), passando cioè fra P «d X — non potrò 
darsi che r passi fra P' ed X: vietandolo P 18 o P Iti, secondo che X appartiene o 
non appartiene alla retta che unisce P con P': onda X sari un punto del setnipiano 
|rP' (P 39). — Viceversa, da Y < rP’~r (cioè dal supporre che r non incontri il 
segmento rY|, tutto che Y giaccia noi piane P ' r. ma non sulla r) si deduce 
che r taglia il segmento |PYi— > virtù di P 14 o P 13. secondo che Y giace o 
non giaco su PP' — onde risulto che questo punto appartiene anche all'onibra di>r da PJ 

P-U— - Inoltre coincidono i due semipiani ; rP,;r<), qualunque volta t) sia 

- un punto del semipiano rP. ma non appartenga ad » • .. Off. P 34, [Si dimostra 
come il precedente in virtù degli stessi principi — e cioè da P 13, 14, 16, 18,39], 

P 42 — TV. - E nessun punto esterno alla retta r i comune si due semipìani 

• |rP,|rP': ma ciascun pnuto del piano Pr deve «tara nelluuo o nell'altro. Cfr. 
« P 30 ». [Preso un punto a piacere uel semipiano |rP, ma non sulla rotto r — e 
sia p. ea. X — dal fatto che r passa fra P e P'. sema passar fra ? ed X (P54 § 1, 
p ,0 - ll « 89). si deduce «he r passa eziandio fra F ed X (P 18. 14); e p. cons. 
che X non è un punto del semipiano rP’ (P 89). — Di poi. se indichiamo con Y 
un punto arbitrario del piano Pr, e supponiamo ebe Y non appartenga al semi- 
piano da r verso P. quindi nemmeno ad r. bisognerà che "la retto r tagli il 
segmento PY in un punto intorno (P 3». 10). Non può duuquo la r. che passa fra 
P e P 1 , incontrare il segmento P'Y (P 16. 18): onde Y giace nel semipiano |rP’J. 

P4»— TV. . E. dato che il punto Q appartenga al semipieno (>-P, tutto U 

• segmento IPQ giacerà in rP. Aiuti ogni raggio, che abbia origine in r e passi da 

• un punto del semipiano |rP, sarà contenuto in queeto (purché l'origine e il punto 

• non sian tutt'uno). Cfr. P 35 • . [Cosi dalle P 19, 33, 35, 39, 41]. 

P 44 TV. . Se in un piano è tracciata una retto a piacere, il piano sarà 

• diviso da questo in duo semipiani, che non hanno alcun punto a comune fuor 

• della retta, ma prosi insieme, riproducono il piane. E questi due semipiani si scarn- 

• bieranno fra loro (ribaltandosi l'uno sull altro) per messo del aemigiro intorno 
-alia retta — Sicché, detti n ed r il piano e la retto, il prodotto logico dei 
due semipiani sarà uguale ad r, la somma logica a n. Cfr. P 36. [Il Tr. deriva 
principalmente da P 27. 47. 49 § 1 e P 39-42]. 

P 45 — Df. . Sotto la stessa Ipto, due punti del piano tt, esclusi i punti di r. 

• si dieon giacere ‘dalla stessa banda di r '. o ‘da bande opposto di r ', 

• secondo che stanno insieme, o non stanno, in un solo dei dne semipieni, che 

• la retto determina sul piano dato : vale a diro secondo ebernon taglia, otaglia 

• il segmento che unisce i due punti. Ved. P36.44 .. 

Soarrl dici XI,. Serie S*. Tomo XV. 4» 
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P 46 — Tr. • Dati i punti non collineari A , B , C , qualunque piano che passi 

• fra i punti A e B frale a dire ogni piano, che inoontri il segmento ÀB|. ma non 

• contenga A nè B) passa eziandio fra B e C, ovvor passeri fra C ed A, o passeri 

• per 0; non perii fra B e C e fra C ed A in una volta •. — Cfr. P 13, 16. [Qua- 
lunque piane, che seghi la retta AB, taglia lungo una retta il piano ABC (P87, 
§ 2): e perciò si ritorna senz'altro alle P 18, 16]. 

Procedon di qui le nozioni di ‘semispazio ‘ e delle due 'bandi d'un piano': 
le quali oramai, sulle tracce di P 39-48, si posson dire acquisite. Come un piano per 
mezzo d'una sua retta, e una rotta da un punto ohe le appartenga (P 36, 44), cosi 
anche lo spazio, o classe dei punti, è diviso da un piano dato a piacere in due ben 
distinte ligure, cui il piano stesso è confine. Questo sono — se il piano abbia nome 
n, ed A, A' denotino due punti esterni e simmetrici rispetto ad esso (P 16, 
29, 81, §2) — il ‘semispazio n per A o * da rr certo A ’, e il 1 semi- 
spazio rr per A'', o * da re verso A' che. se ci piace, potremo anche distinguer 
coi nomi di ‘ ombra di.n da A" e * ombra di n da A '. La prima di queste 
figure (ad es.) non è altro che il luogo dei punti X, por cui succede che |AX| non 
incontra n . o lo incontra in X: ovvero succede, che | A*Xj sempre incontri n (il cho 
torna lo stesso). Cfr. P. 29, 89. 

P 47 — Df. • Ogni qualvolta A , B , C sono pirati non collineari, per ‘ angolo 
« concesso dei raggi AB e |AC ' s'intenderà la figura costituita in A e in tutti 

• quo’ punti diversi da A. per ognuno dei quali — sia p. es. X — la semiretta 

• A per X incontra il segmento’ |BC|: la qual figura verrà eziandio designata con 

• • À.BC '. Invece l'angolo conca do dei raggi |AB e |AC ' — significato da 
. ‘ À . BC ' — sarà il luogo di A e di tutti que' punti diversi da A . ognuno dei quali 

• — sia p. es. Y — giace ancora nel piano ABC, ma per modo che il raggio 
. |AY non ineootra 11 segmento >BC|, fuor che tutt’al più negli estremi — ' Ver- 

• tic « dell'angolo' il punto A, 'Iati dell'angolo' le due semirette, o raggi, 
.AB, | AC ; ‘ interni all'angolo ‘ tutti i punti dell'angolo, che sono esclusi dai lati. 

• ‘ Retto' ogni angolo piano convesso, i cui lati sian raggi perpendioolari fra 

• loro». — È manifesto senz'altro, che gli angoli À . BC e À.CB si confondon tra 
loro (P 10). e cosi gli À. BC e À . CB; e che, se un punto D sarà interno, tutto 
il raggio |AD sarà contenuto dall'angolo. Ecc. 

P 48 — Tr. «SoA.B.C sono punti non collineari, e D , E punti dati a pia- 

• cere sui lati |AB, |AC, pnrchò diversi da A. l'angolo À. DE coinciderà con l'an- 

• golo A. . BC: e similmente À . DE — À . BC. B, dato inoltre un punto F. interno ad 

• k . BC . l'angolo A . BF sarà contenuto dall'angolo A . BC : anzi ogni punto di A . BC 

• dovrà stare in uno degli angoli A . BF od A . CF •. [Superfluo il dire, che i punti 
A . D , E non collineauo (P 19. 21 § 1, ecc.). Dna rotta cho passi per A a incontri 
;BC'., ovvero incontri |DE|, taglierà necessariamente |BE| (P13, ecc); atteso che A 
sarà esterno così a ,C£|. che a |BD| (P 33): e. per lo stesse ragioni, dovrà tagliar 
nell'un caso |DE;, nell'altro BC'. Ma la stessa P 13, invocata per le due terne di 
punti (B , F , H) ed (E . F . K) — dove H . F . K denotano i punti d' incontro di quella 
retta coi tre segmenti |BC;.|BE(.|DEl — ci dice ancora che i punti H e K staranno 
ambedue sopra il raggio |AP. E invero la retta CA, non passando fra i punti B 
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— sia per es. D — tati» che eccito ad arbitrio, avrà per immagine un punto D’ 
comune alle sfere D, ,1), ,D C : per la qual «osa D' coincidersi con D, ovver col 
simmetrico di questo punto rispetto al piano ABC (P 29-31 §2). Ma nel primo 
caso ogni punto coinciderà con li propria immagine (P40 §2) — porcài le «fere 
intorno ni punto D saranno anch'osse tautologbo — e nollaltro caso ogni punto 
esterno a quel piano i diverso dal punto omologo. Eco.} — E n'esce altresì dimo- 
strato il seguente: 

P 24 — 7V. «Una similitudine, la quale consenta più punti tautologi non 

• complanari, si confonde con l'identità». 

P 25 — Tr. «Dati i punti non collineari A ,B , C, qualsivoglia rotarono 91 

• intorno alla retta BC si può sempre aver componendo lo speccbiamento al piano 

• ABC con lo speccbiamento al piano polaro dei punti A ed 9iA. Ved. P 38 § 2 o 

• £ 4, 5, 8 ». [Si può conceder che AB sia perpendicolare a BC. — Or so 91 fosse 

precisamente il semigiro intorno alla retta BC (P 7), basterebbe appellarsi a 
Pii. Poniamo dunque che la rotaiione onde si parla sia diversa dalsomigiro; o su- 
bordini ai punti (distinti) A, ed A i punti A ed A': di guisa che 91A,«-«A e 

95A = A'. t punti A e A’ giaoeiono insieme sulle due sfere tautologbo A, e A* 

(P23§2), e il lor punto medio — che chiameremo D — non appartiene all'asse 
(P lo): ondo la rutta AA‘ è normale ad ambo lo retto DB e DC (P 8. 5 §2) e i 
punti A e A' sono l’un l'altro simmetrici rispetto al piano BCD. Osservate che 

— posto D, A,| A — sarà D, fnor di BC corno D; c i punti Di e D sannuo omo- 

loghi secondo 91 (P 23 § 2) o p. e. direni firn loro (P 8): onde Ai è divento du A'; 
e i punti A, , A ed A', In quanto appartengono tutti alla sfera A,„ , non collineano 
(Pft5 §1). Inoltro la retta BC. supposta normale a BA. i altresì perpendicolare a 
ciascuna dello BA, , BA' (P 28 g 2). D'altra parto 9! subordina la poloafera dei punti 
A . A' a quella dei punti A, .A: queste due sfere sono dttuquu simmetriche l’ima 
dollaltra rispetto ad un piano, ebe passa per lasse -BC (PII); e p. e. simmetrici 

l'uno dell'altro, rispetto al medesimo piano, anche i contri D, o D. come pure i 

due eerehi A, „ e A„, che il piano A,AA', perpendicolare in B a BC (P 34, 35 § 2) 
determina sa quelle sfere. Detti eerehi si taglieranno in duo punti distinti A ed 
E. poi che A non spetta a DD, (P 47 § 1); e il piano polare di questi punti A ed 
E conterrà D, e D (P38 §2), ma non la retta BC. visto che i punti B , C . D e 
D, non sono complanari (P 10). Dunquo i fona che ognuno dei punti A cd E sia 
convcrtito in si stesso dalla simmotria oho scambia fra loro 1 due cerchi: onde 
ABC torà il piano di simmetria; e p. c. anche i ponti A, od A’ n'eseiranno sim- 
metrici l'imo deU'altro rispetto al piano ABC. Di qui si deduce, indicando con £ od 
Sfe gli specchiamenti noi plani BCA.BCD: 95A •= A' = sWr£A ,95A, =A = 
= &&SA , , {SB = B = £>Ko£B , JRC = C =» 0Ks>£C. Pertanto la similitudine 9tsHfe£ 
converto in si stesso ciascuno dei punti non complanari A , A, , B , C; dunque (P 24) 
9ts>ti)£ = 1. e p. e, É>fo£ — 9 5: c. r. d.]. — Con questo ragionamento abbiamo 
altresì dimostralo che: 

P 28 — Tr. • Sotto le stesso lpta., la rotazione 95 risulta ancora dallo spee- 
« ehiamento al piano BCD, seguito dallo spccchiamctito ai piauc A'BC; ovvero dallo 


o ‘J Hrifiria , del triangolo. ‘ Interno" al triangolo qualunque ponto di essa 
figura, il quale non olia sai contorno; ' «temo ' al triangolo qualunque punto 
del piano ABC, che sia escluso dalla figura. Angoli (intorni) dol triangolo 
saranno i tre angoli convessi A . BC , B . CA , C . AB. Ecc. 

P 52 — Tr. . Sotto la stessa IpU., il triangolo jABC| non è altro che Ha- 

• tersesene di due qualunque degli angoli À.BC.B.CA, C.AB, e di tutti e 

• tre i semipiaui AB per C, BC per A, OA per B. Vedi P 2 § 1. • — Vale a 
dire: iABC|==A.BC n B . CA » 1J . CA o C. AB = C . AB n A.BC=«A.BC r> 
r\ B.CAo C . AB ■= AB . C r> (BC . A r> |CA . B. [Cosi da P51, in virtù delle 
P 22, 22, 29, 39, 47, 49, eco.] Ma dalle P 49. 52 c 43 emerge altresì la seguente: 

P 53 — Tr. • II segmento che ha per estremi due punti presi a piacere (si 

• l'uno die l’altro) in un dato angolo convesso, o in un dato triangolo giace tutto 

• nell angolo, ower nel triangolo. • — In altri termini sono figure • convesse ' il 
triangolo e l’angolo piano convesso — come il semipiano, il raggio e il segmento 
(P 43, 35, 21). 

^ ^ Tr- * Se due segmenti coincidono, avranno i medesimi estremi ; e se 
‘ duB coincidono, avranno la stessa origine. • [Siili por es. AeB,C»D gli 
estremi dei due segmenti eguali; e ci sia consentito il supporre A divorso da B, e 
per conseg. anche C diverso da 1). Il punto B, dovendo star con A in |CD <P 2 $ 1 
e P 11). cadrà sansa fallo in |CA|. o In !A1); fP 29): per la qual cosa uno almeno 
dei punti C e D non giacerà fra A e B (P 12, 11). Ma i punti C e D alla lor volta 
son contenuti da 'AB; per Ipt*.: quindi, evo C non cada fra i punti A e B, sarà 
giuocoforea di' osso coincida con A o con B (P 10, 11): e il simile dicasi in ordine 
al punto D. Si conclude che uno almeno dei punti C.D coinciderà con uno degli 
A o B. Il resto al Lettore. - Di poi, se due raggi AB e A B eoincidesser fra 
loro, sons' aver la medesima origine — essendo B un loro pnnto comune divereo dalle 
origini A e A' — il punto A’ dovrebbe giacere in AB e il punto A in A’B: sicché 
n'escirobber verificate ad un tempo le due condizioni "A’ * AB ovvero B *AA'|" 
o •' A • | A’B| ovvero B e j A’A| " (P 29), il cui prodotto (finché i punti A , A' , B son 
distinti) equivale a • B. A A'” (P 12). Senonehè in questa ipts., nessun punto X 
diverso dagli A.A'.B c soggetto alla condizione A s BX] giacerebbe in |AB[, né 
B potrebbe stare in AX| (P 12): vale a diro un tal punto (qual’é ad es. B/A) sa- 
rebbe escluso dal raggio |AB, quantunque appartenga ad A’B, dal momento che 

B f jA'X in virtù di ‘ ^ P 14.J — Per questa via si conferma altresì che 
P 55 — Tr. . Due angoli (convessi o concavi), orver due triangoli non 
• posson coincidere, fin Unto che i lati dell’ uno sian diversi da quelli dell’ altro ». 
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§ IV. 

Teoremi tulle rotazioni. / jmstulati d'Suelide e d'Arehmede. Similitudine 
ed isomeria. Congruenza dei segmenti t degli angoli. 

PI — Jìf. • Similitudine i il nomo generico d egni trasformazione uni- 

• rook e reciproca dai punti in ponti, «ha a qualsivoglia coppia di punti eqni- 

• distanti da un terzo punto coordina sempre una coppia di punti, eziandio equidi- 
« stanti dal trasformato del terzo*. — 0, sotto altra veste: * Similitudine vnot 

• dire: rappresentazione dello spazio sa sè medesimo, «he alle afero descritte 
■ intorno a un punto arbitrario (qual centro) fa corrisponder le sfere descritte intorno 

• all'immagine di questo punto. E due figure si dicono timi li, qualunque volta 
•esista una similitudine, che muti l’ una nell' altra punto per punto: cioè quando 

• sian forme omologhe d'una qualche similitudine *. 

È palese l’analogia che intercede fra codesta dfnz. e quella di eollineatione, 
dovuta al y. Stacdt('). Mentre • colline aziono 'significa trasformazione, che 
non ha virtù di distruggere l' allineamento fra punti (cioè converte ogni tema di 
punti allineati in una tema di punti allineati); ‘similitudine* è invece 
la trasformazione, ehe non ha poter di sopprimere l' equidistanza fri prati (insomma 
cho muta qualunque terna isoscele in un'altra terna isoscele). 

P 2 — Tr. • Le simmetrie rispetto ad un punto, a una retta, ad ra piano 

• (eqniu versione, somigiro, speccbiamento) sono similitudini: ved. P52 

• § l e P41, 44 §2. La risultante o prodotto di dne similitudini è di nuovo 

• una similitudine. Qualsivoglia rotazione è una aimilitudino: ved. P22, 23 §». 

• La trasformazione inversa d'naa similitudine è ancora una similitudine. L'iden- 

• ti th è una similitudine • . 

P 3 — Tr. • Qualsivoglia similitudine rappresenta i punti collineari in punti 

• collineari, anzi converto ogni retta in una retta ed ogni piano in ra 

• piano. Al punto medio coordina sempre il punto medio e al simmetrico 

• il simmetrico : a retto e piani perpendicolari fra loro altre rette e piani eziandio 

• perpendicolari fra loro; a ciascun segmento nn segmento, a ciascun raggio 

• un raggio, a ciascun triangolo un triangolo: ecc. •. [Si dimostra tal quale 
P 53 § 1 — presenti le dfriz. di retta, piano, segmento, raggio, eco.} 

P 4 — Tr. . La risultante o prodotto delle simmetrie rispetto a due piani cho 

• si tagliano è una rotazione intorno alla retta comune a quei piani *. [Siano 
a n fi i duo piaai, r la retta d’ intersezione, u e » le dne tracco d' nn piano per- 
pendicolare ad r sopra i dne piaai a t fi (P8é. 37 §2); e. preso un punto P ad 
arbitrio, pongasi P.aaP/o, P’«bP,/|*: onde P* sarà l'Immagine di P attmvereo 


0) toe (!t„ pur. 
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1» similitudine /fi. /a, prodotto dagli speccbiamenti /o e /fi (P31 §2 « P2). Si 
dimostro, che anche la rotazione /o . fu (P 22 § 2) intorno alla retta r (normale ad 
ambo le rette »,») traduce P in P'. Invero questa rotazione — al pari di /«, di 
/fi e ii /fi. tu — converte in tsè stesso Ogni punto di r e ogni piano perpendicolare 
ad r (P 23, 36, 54, 56 §2): in particolare anche il piano che passa per P, ed è 
normale ad r. D'altra parte lo due perpendicolari innalzate a questo piano dai punti 
P e P, sono retto simmetriche (1'una dell'altra) non solo rispetto ad a (P 45 § 2, 
ecc.), ma si ancoro rispetto ad «: in quanto le loro tracce Q e Q, sul piano delle 
u e v siano punti simmetrici rispetto ad a, e perciò anche simmetrici rispetto ad 
u (P 39, 18, 7 § 2). Nel modo stesso si corrispoudon fra loro secondo fv lo due per- 
pendicolari P,Q, o P'Q’ innalzate al piano n dai pnnti P, e F' . Sono dunque omo- 
loghe, tanto per jfi./u quanto per /v./u, lo rette PQ e P’Q': dunque omologhi 
ancoro i due punti P e P/J. — Con qnesto (pur elio s‘ intendano date ad arbitrio 
le retto «,t>, anzi che i piani « e fi) abbiamo altresì dimostrato che: 

P 5 — Tr. » Una rotazione, tutto che data ad arbitrio, è sempre uguale al 

• prodotto dogli spoceh iamentì a due piani, che si tagliano secondo l asse di quella». 
— Inoltre: 

P 6 — Tr. • Componendo, nell' ordine che più ci piace, le simmetrie rispetto 

• a dne piani perpendicolari fra loro, si ottiene per risaltante il semigiro intorno 

• alla retta d’intersezione ». [Invero — dato alle lettere il medesimo significato che 
hanno in P 4, ma supposti « e fi perpendicolari ira loro (P 51 § 2) — le due rette 
normali al piano fi che passan da P e Pi, una dello quali è la PT,, si scambie- 
ranno (Ita loro, sia per effetto della trasformaziono /fi . /« (o della /u . /fi), come 
ancora in virtù del semigiro intorno ad r: atteso che i loro piedi son punti l'uu 
l'altro simmetrici rispetto ad o (P42 §2) e perciò anche simmetrici rispetto ad r, 
e il piano fi i simmetrico di sè medesimo (P50 § 1, ecc.). Per egnal modo le rette 
normali al piano a che passan da P, e P* , ima delle quali è la PP, . si corrispoudon 
fra loro secondo /fi. /a (o fu. /fi) ed Ir: onde i punti P o P 1 si scambieranno fra 
loro io virtù di /fi./u (o di lU./fi), e n' usciranno simmetrici Tono dell'altro rispetto 
ad r} — Di qnì nasce, avuto riguardo a P 28 § 2 e P 4. che : 

P 7 — TV*. « Il prodotto dei semigiri intorno a due rette perpendicolari fra loro 

• non differisce dal semigiro intorno alla retta perpendicolare ad entrambe nel loro 

• punto comune. Per la qnal cosa la simmetria rispetto ad un asse ò una 

• rotazione. Ved. P22§2». 

P 8 — TV*. « Non può darsi che una rotazione converta in sò stesso nn punto 
. escluso dall' asse ». [Poniamo che la rotazione fo./u — dove le u , v siano rotte 
perpendicolari a qualche altra retta r in un medesimo ponto e diverse fra loro, ma 
del resto arbitrarie — ammetta un punto tautologo E non giacente sull'asse. Allora, 
detti a e fi i due piani che l'asse r determina con quelle rotte u e c, si deduce 
che la rotazione /v./u equivale al prodotto /fi. /a (P5): per la qual cosa i due 
punti E ed E/a saranno anche simmetrici l'uno dell'altro rispetto a fi. visto che 
)/£./<*|E = E. Ma il punto E non può star su ciascuno dei piani a e fi, diversi 
fra loro in Ipts. (P18§2); onde i punti E ed E/a non potranno coincidere (P31 
§ 2). Dunque una medesima retta (la congiungcnto i due punti) sarebbe normale ad 
ambo i piani a e fi (P 39 § 1) : assurdo (P 35, 9 § 2)J 
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P9 — TV. .Se A , B , C , D sono punti non complanari, esiste sempre una 

• rotazione intorno alla retta AB, mercè della quale il semipiano |AB.C si rappre- 
« senta col semipiano |AB. D. Ved. P2. 3 ». [Basta qui richiamare la dimostrazione 
di P 27 § 2. con 1‘ avvertenza di scegliere per punto E qnel punto, dove la sfera C» 
taglia il raggio |AD (P37 §3)} 

P IO — Tr. • Acciò che una rotazione equivalga ad un semigiro, basterà che 

* converta in Bè medesimo un piano passante per l'asse. Ved. P7 ». [Sia SS una 
rotazione intorno alla retta r: e poniamo che un certo piano rr passante per r si 
rappresenti in si stesso. Da un punto A, preso ad arbitrio fuor di quel piano, con- 
ducasi il piano a perpendicolare ad r; e dicasi A’ il punto SSA, che deve giacere 
in « — poiché questo piano è tautologo secondo SS (P 36 § 2). Oltre la retta r sono 
tautologho ancor* la retta », traccia di rr in a, e quindi la retta t normale ad 
ambedue le r , * nel loro punto comune (traccia di r su a) che chiameremo M . Ora, 
designando per Beffi piedi delle normali abbassate alla retta * dai punti A ed 
A’ — onde H'- SSH (P 86, 54 §2) — bisognerà che la sfera H„ contenga H', in 
quanto i suoi punti si corrispondon fra loro (P 23 § 2): per la qual cosa M = H |H’, 
o lo retto AH , A'H' n'esciranno simmetriche l'uno dell'altra rispetto al punto M. 
Nel modo stesso le rette AH e A’K' — perpendicolari a t nei punti K e K' — 
saranno simmetriche rispetto ad M . Dunque simmetrici rispetto ad M . e per con- 
seguenza rispetto ad r (P 7 § 2). anche i punti A e A'. Kec.]. 

P 11 — Tr. • Due sfere omologhe secondo una rotazione arbitraria sono sempre 
. gimmo trio he fra loro, e l'asse di rotazione è noi piano di simmetria ». [Se 
una delle due sfere abbia il centro sull' asse di rotazione, la Ts. è vera senz'altro, 
in virtù di P23, 32 §2 e P46, 50 §1. — Se ciò uoa è, sian per es. B e B' i 
centri delle due sfere (che si corrispondon secondo una rotazione SS intorno alla 
retta r) M il lor punto medio, ed A un punto dell'asse, diverso por altro da M: 
la prima delle due sfere taglia il raggio !BA in un punto, che chiameremo C (P87 
§ 3)^La sfera di B. centro A , come tautologa in SS , passa altresì per B" : d'onde la 
retta MA risulta perpendicolare alla retta BB\ e il punto B' simmetrico del punto 
B rispetto ad AM (P8, 5 § 2). Inoltre il punto SIC convien che appartenga a C», 
perchè anche questa è sfera tautologa in SS; o una ragione consimile — detto S 
per brevità il scmigiro intorno ad AM — vuole che il punto SC appartenga a 
C„. Ora questo similitudini SS e S couvortoii. si l'uua che l' altre, il raggi* BA 
nel raggio B'A (P 3): dunque i punti SSC e SC giaceranno ambedue sulla sfera C» 
e sul raggio |B’A; « per* si confonderanno in ua solo e medesimo punto C (P37 
§3). Ne viene che S, al par di SS, rappresenta la sfera C„ sulla sfera CV: eco. 
Quunto al resto, ved. P 48 § 2]. 


Postulato XXII. 

P 12 — Per Ire punti noti collineari patta almeno una tfera. — Vale a 
dire * Se, dati i punti A.B.C e supposto A diverso da B, vi sarà qualche punto 

• diverso da C, che disti da A e da B quanto C; dovrà esistere aneor qualche punto, 

• da cui disti ciascuno degli A e B quanto C ». E, considerando che il piede della 
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tonnata abbassai» dal contro di quell» «fera sul piano dei tre punti dati equidista 
da ogimno di essi (P 3 §3); « Tre punti, che non rimi per diritto fra loro, giaeoiono 
. sempre in un oerchio. Vod, P40 § 1 •. — È questo il noto principio, ohe W. 
Hoi.yai (*) proponeva alla veci del putì, d' Eucliok tulle parallele. 

P 13 — TV. « Ogni qnalvolt» due sfere sono simmetriche ad una medesima 
. sfere, saranno anche simmetriche fra toro*. [Una medesima sfere y, specchiandosi 
ai piani |i«>. prodnea le sfere « o /f come immagini (P41 §2): si vuol provare 
ebe anche queste « , fi saranno simmetriche l' una dell’ altra. Grane alle P 43, 46 § 2 
le altre ipts. (di simmetria oontrale od assiale) rivengono a quella che or si 
considera. Supporremo in primo luogo, che 1 centri A . B , C delle sfere non siano 
punti allineati. Allora, grazie al priacipio XXU (P 12) esisterà sul piano ABC qualcho 
punto, che dista egualmente da ognuno degli A.B.C: e uu tal punto dero giacer» 
su tutti e due i piani u e v , perpendicolari alle coppio (A , C) e (B , C) nei loro 
punti medi (P 38, 39 § 2). Nè potrà darsi che questi due piani coincidano, fintanto 
«he i punti A.B.C non cellineano: dunque si taglieranno lungo una retta r (P37 
§2); o le simmetrie rispetto a e ». per via dello quali si passa da a a y e da 
y a ;f, daranno come prodotto una rotazione intomo alla retta r (P4), ohe 
traduce direttamente a in jf. Portanto queste duo sfere a , /f saranno simmetriche 
l' una dell’ altre rispetto ad un asso normale alla coppia (A , B) nel suo punto medio 
(PII) — e perciò anche rispetto a questo punto medio o rispetto al piano che in 
esso è normale alla congiuageute A con B (P 43, 40 § 2). — Di poi si suppongano 
collineari, ma al tutto distinti fra loro, i tre punti A , B , C; e tolgasi una quarta 
sfera rf, che sia simmetrica a y come « e /J, ma nou abbia il centro in AB. Ora. 
essendo le sfere «od simmetriche d'uaa medesima sfera y o i centri A , D , C non 
collineari, bisognerà che « e d siano simmetriche fra loro, per ciò che abbiam dimo- 
strato. Nel mode stesse anche f e d : e però lo « e pi sono simmetriche d' una me- 
desima sfora, il cui centro non appartiene nd AB: ecc., eoe. (')]. 

P 14 — TV. • Pur elio A , B , C siano punti e C giaooia fra A o B , il punto 
. A/C dere stai fra i due punti A ed A/B — 0, in altri termini, concessa l'or- 
dinaria dfnz. della somma di due segmenti, coinè stabilita pii) tardi (§ 5): • Se uu 
segmento è minore di un altro, anche il doppio del primo è minore del doppio’ 
dell'altro •. [Posto A’e» A/B , C'sa C/B , M aa C|A\ e visto che i punti A.B.C 
son distinti; cho C appartiene ad |AB| o B ad |AA'|. onde B,C*|AA’| mentre 
B — *|AC (PII, 19, 12 §3); si deduce che BejCA', (P20§3) e |B,V o |CA'|. 
Dunque il pnuto C/B. in quanto appartiene a |BA'j (per simmetria rispetto a B : 
rod. P2, 3) giacerà nel segmento CA'|. Or so 9sC/K, la polosfera dei punti 0 
e D — eh’ è simmetrie» (rispetto ad M) alla polosfera di A’ e C — sarà dunque 
simmetrica alla polosfera di A e C (P 13): per la qual cosa, ove D non coincida 

(■) ‘ AVrer GrwJriti «in» Vtnuhti . . . \ ISSI, p«g. 46. 

(■J È ben auto che qaojto teorema pel) reggerei ancor» ina dipendere dal piti. d’Bo<xn>*: 
ma qui >1 b preferito dedurle il»l XXII, antiche da qnalcbe altro principio; dopo aver tenta 
frette eereeto ili imbuirlo m i eoli principi I-XXI. Or ehi togfieeee quest» P13 corno primitiva. 
n«n avrebbe mai da ricorrere al piti. XXII pet tetto db ebo contemplano I primi cinqno § 4 . e 
potrehbo cori ritardarne P introdurne riso al f 6 ", 
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OOQ A. convien che C coincida col punto A|D (atteso che allora C sarà il solo punto 
oomnne a quello (Ino sfare simmetriche, e per conseguenza autosimmetrico). Ma il 
punto D. obbligato conio C' a giacer nel segmento !CA'| (eh i rispecchiato io sà 
stesso dall' oqiiinvewiooe /M) non può coincider con A. esterno al detto segmonto 
(P 12 §3) in quanto si sa che C è fra i punti A e A'. Dunque D = A/C ; dunque 
il punto A/C sta nel segmento |CA'\ e per cono, in |AÀ’,: visto che [CA'| j) AA‘[. 
dal momento che C r |AA'Q. — La prps. «he soglie ha ufficio di Lemma rispetto 
a P 21. 

P 15 — TV. « So duo segmenti giacciono P uno nell' altro senza oolncldere, non 
» saranno simmetrici fra loro». [1 punti 0 o D. l'un l'altro distinti, giacciono 
insieme dentro il segmento AB . ed uao almeno — per esempio C — è diverso dai 
punti estremi A o B: si dimostra, che nò le coppie (A , B) e (C , D), nò le (A , B) 
o (D , C). saranno simmetriche fra loro. luvero. perché fosser simmetriche, dovrebber 
coincidere i punti medi di ( A , C) o (B . D) . ovvero i punti medi di (A . D) e (B , C), 
secondo ohe ad A corrispondo C. o D. In primo luogo suppongasi I > = A (e C ~ 
= B). Allora l'ipU. A|C = B ; D verrà esclusa senz'altro dall' unicità del simme- 
trico di A rispetto ad A,C (P 44 § 1); e 1* altra ipts. AID=K C dall' essere A 
punto esterno a |BC| (P 12 § 3). Cosi ancor si ragiona, so D B. — Poscia ognuno 
dei punti C e D sia divereo da A e B. Si può conceder che D si trovi in |AC|, 
poi «he giaco necessariamente in ;ACj o in BC| (P20§3). Allora l'ipta. A|C = 
-= B| D viene esclusa da ciò, che il simmetrico del punto D rispetto ad A | C dovrebbe 
■ aneh' esso giacere in |AC|. laddove B non vi giace (P 12 §3). E l'altra ipts, AIO = 
— B|C si rimuove osservando, cho i due segmenti | AD o |BC| non avranno punti 
in comune; poi che non ne hanno i segmenti IAC| o |BC|. tranne il punto C, esterno 
ad |AD (P 18. 18. 12 § 3)]. 

P 10 — 7V. • Ogni qual volta A o A, sono pnnli non coincidenti ; o si pone, 

• qualunque sia l'indice i (pur cho maggiore di I): 

A, Ai_,/A(_i . A 0 — A ; 

• allora ogni punto di questa «lasso è divoreo da tutti gli altri, e giace nel raggio 

• |AA, ; anri i punti A, . A, , A, , . . . A, spetteranno ai segmonto |AA,|: inoltre i 

• segmenti |A,A, | e A._, A,| sono sempre aimmetrici fra loro ». [Considerando che il Tr. 
ò vero circa i primi tre punti A, .A, .A, (P 44. 45 § 1 ; PIO. 11. 29 §3; P2. S). 
basterà dimostrar, che so ò vero in ordine ai punti A., A,,... Ai, dove sussistere 

ancora noi punti A, . A, A,.A,.,. Or dalla ipts. À,_, * !AA, ~i A ~ r A ; segue 

tosto, in virtù di P 12 § 8, che Aj~c (AAj.,i: per In qual cosa — visto che il punto A, 
spetterà in ogni modo al segmento |Au,A u . (P 11 §3) — se ne deduco attraverso 

B 1- ! ’ c*‘) P u - ebe A < * l A A »*. !■ Do| xi«e |A ArloiAAu.il (P 18 § 3) od A,., ~ 
=■ A - *n*i Ai»,~s|AA ( | (P 11, 12 §3); atteso cho il punto A, è diverso cosi dal- 
l'estremo A„ (per il supposto induttivo) oomo dall' estremo A U1 (P 45, 8 § 1). Ne viene 
cho i punti A. , A, .... A, , A,., giacciono tutti in AA,.,|e son tutti diversi fra loro: 

da poi cho gli A, . A A, già stanno in |A Ai| o son tutti diversi fra loro in ipta. 

Ma il fatto che A, *|AAui| si può interpretare dicendo che A,., ò nell'ombra di 

Soci svi est XL. Scria 3*. Tomo XV SO 
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A, da A (P29§3), dunque nel raggio |AA, (ivi). Infine la polosfera dei punti 
At-!.A t (P4§3) sarà simmetrica Unto alla fotosfera dei punti A„ . A, (in virtù del 
supposto induttivo e delle P 1*3). quanto alla sfera polare dei punti A , , A,» : dunque 
(P13) simmetriche ancora le polosfere di (A. ,A,) e di (A, . Ai.,), l' una all' altra; o 
per cons. simmetrici l'uno dell'altro i segmenti A,A,| e |A,At»,| (F 11 §8)}. 

P. 17 — Tr. • K se inoltre facciamo a, = A, . a, ==a A/a , .... o in generale 

• «i ss A/o,-, (qualunque sia l'indies f, pur che maggiora di 1) si dimostra che 
. a, = A,i ■ . [Anche qui basterà dimostrar che il Tr-, supposto vero per i 1 . 2 , . . . I, 
sussisto ancora per « =• l -f- 1. Invero, la simmetria rispetto al punto a , , scambiando 
fra loro i punti A* e coordina al punto A,ja,, ossia «ut > il punto aliaci. Ma, 
come i punti A» o A,i sono l'un l'altro simmetrici rispetto al punto Ah-' — in 
quanto A,i-, e A,i non differiscon da a u , e a,, grazie all'ipte. fatta — cosi anche 
i punti Ah-* e Ai .,*-i risp.“ al punto Ah : atteso che. se si tolgono i punti Ah-' 
e Ah-'»i in luogo dei punti A, e Ai , gli A t >-i , Ai*-'», , . . . Ah , Ah»i . . A,.h— 

prendono ordinatamento le veci dei punti A« , A Ah-' , Ah-'-m .... Ah : e nel 

modo stesso anche i punti Ah e A,'-, rispetto al punto A, . ; iu virtù della so- 
stituzione ^ per cut gli A,' . A,.',*-. , Ah*, diventano A, , Ah-> , Ah . 

Dunque il simmetrico di rispetto a «, non è altro cho il punto A|.,i-. , sicché 

= A, .h-'I e ni tempo stesso «i/A, . h-> “ A,*». . Dunque ai», «■* A,*»' : 
e. v. d.]. 

Se non piace il nome di ‘teala dei punti A, e A, ' (della quale A, sarebbe 
gradino') por la serie dei punti A«,Ai,A a ,At,...; questi si pos- 
son chiamare, occorrendo, i punti * uiiratmmeMci di A» rispetto ad A, ' (a comin- 
ciar dal simmetrico A,) di guisa che il punto Aj sarebbe l'‘(r-l)-mo ultra- 
simmetrico di A. rispetto ad A,'); come non diaoonvien iattributo d' ‘ iptrsim- 
nutriei ' ai pnnti a , , a, . . . testé definiti. Ma se questi nomi si eviteranno qni senza 
sforzo, altro è dei seguenti, che hanno officio non trascurabile in molte dimostrai. 1 
P 18 — Df. • Premesso cho A e B sono punti ; so facciamo una volta per 

• sempre: d, — B .d, saA|B, d,s= A|d, , d, -a A!<f, , . . . , e in generale, qualunque 

• sia il numero intero e positivo 

d, s Aid,.,. 

• di si dirà 1' ‘ i-esimo punto ipermedio di A.B verso A'. Di poi.se 

• si pone una volta per sempre: d,,,r=t A , d (t , c=.d ( , di,, =ad,„/di., , di,, sa 

• ad i , ,/d< e in generale, qualunque sia il numero intero l, pur che mag- 

• giore di 1 : 

■ di.iadi.n/di,!», . 

• tutti 1 punti di questa classe son per chiamarsi ‘ medio-simmetrici della 

• coppia (A , B)' •. — Inno ni ma il ponto d,., qui definito verrebbe ad esser 1‘ 
"(M)-simo degli nltrasimmetrici di A rispetto all'i-sime punto ipermedio 
di A.B verso A": so non ohe, per f — 1, il punto d,., non ò altro che l'ip er- 
medio d ( . — Osservato ohe tutti 1 punti ipermedl di (A,B) spetteranno al 


segmento AH e tutti i medio-simmetrici >1 raggio |AB (P 11, 19, 29 §3; P 16 
c Induri.); c come, in virtù di P3 e Induri : • Qualsivoglia similitudine, cbo 
rappresenti in si steso ciascuno del punti A e B, dorrà convertire in rè stesso ogni 
singolo punto d., ; ; e cosi tntti i punti medio-simmetrici della coppia (A , B) 
n’esciranno tantologi ». 


Postulato XXIII. 

P 19 — Stailo A» « A, punti non coincidenti, P un punto arbitrario del 
raggio |A, A, : te, qualunque tia Vindice i, pur che maggiore di 1, ti chiami 
tempre A, l’equi averto del punto Ai_, rispetto al punto A«-,; allora, per qualche 
valore n dell'indice », bisognerà che il segmento |A»_, A„| contenga il punto P. — 
Questo il notissimo principio, che va sotto il nomo di postulato d'Ancmiino* (As- 
sioma V, de tphoera et cglindro). Vod. P 10. 

P 20 — Tr. . Se on punto A, giaco Ira i punti A o B, vi sarà sempre un 

• punto i per medio di A,B verso A, che cade fra i punti A e A,. Ved. P 18 ». 
[Dal momento che, posto A« = A, il punto B — ossia d» — per un certo valore 
n dell'indice i appartiene al segmento ’A„-, A„| (P 10), esisterà sema fallo una 
coppia di punti Ai-, a A, che nell'intervallo |Ai_, A,| racchiuderà qualche punto 
ipermedio di A,B verso A: por os. il ponto rf*. Ora si seelga i.n numero intero k 
in maniera che «'<2*: onde i punti Ai-, e A, sono interni al segmento |AA,*| 
(P 16), eh' è quanto dire interni ad |Aa,| (P 17). Ne viene — graiio a P 14 e 
avuto riguardo a P 12 § 8 — «he il punto d*», giacerà fra i due punti A e 

e cosi il punto fra gli A o «»_, .... il punto d*»»_, fra A o a, , o infine A 
punto fra A ed A,]. 

p 21 — Tr. • Dato che A e B Siano pnnti diversi l'uno dall' altro; fra due 

• punti arbitrari, purché distinti, del raggio A verso B, deve sempre giacer qualche 

• punto medio simmetrico della coppia (A,B). [Ved. P 18 •. Siano P e Q quei 
due punti. Si pad conceder, che P giaccia in |AQ|, ma senta coincider con A (PS3 
§3); poi che l'ipts. P=*A si è già contemplata in P20. Tolgasi na punto C a 
piacere fra i punti P « Q; o si chiami D quel punto di |ACl, per cui la coppia 
(A , D) è simmetrica della (C.P): vaio a dir l'eqiiiverso di P rispetto ad A|C 
(p 44, 46 § 1). Fra i punti A e D cadrà in ogni modo 'anche un punto ipermedio 
di A . B verso A (P2o): tal sia p. e*. A, . Allor se si pone A,eA,A,3 A./A, , . . . 
e in generale A, m Ar_,/A ( -, ; nella serie dei punti A, , A, , . . . A, , . . . ce ne saranno 
duo consecutivi — per e*. A»_, o A„ — elio racchiudono il ponto P, in maniera 
che P»!A«-, A„| (P 19). E si può anche conceder ohe P sia diverso dal secondo 
eslromo A.; perchè, se non fosse, nulla «'impedirebbe di togliere i punti A„ e A»*, 
in luogo dei punti A.-, e A„ , senta modificare in nessun altro modo i ragiona- 
menti che seguono. Or, so A„=—C, la Ts. è vera senz'altro, poi che A„ è un punto 
medio-simmetrico della coppia (A , B) (P 18): supponiamo pertanto A. ^ — C . Pro- 
veremo eho il punto A» deve cader fra C e P: il Tr. sarà cosi stabilito, poi che 
|CP|o|PQ| (P 19 §8). E a tal uopo (in virtù di P 15 §3) basterà dimostrar che 
P non puh giacer fra A. a C, nè C fra A„ o P. 
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1) Il punto P, se è possibile, cada fra A„ o C. Per ipts. P 4 diverso da A 
o da C (PII §8), ma giace fra questi due punti in virtù di (°'*’*;°) P17§3. 
Dunquo il punto A» giacerebbe ad un tempo nel raggio |AB (P 18) — che non dif- 
ferisce da 'AP (P 34 §3) — e nell - ombra di P da C. vale a dire nel raggio |PA 
(P29, 32, 34 §3): dunque starebbe io ,AP; (P 31 §3). scora coincider con A o con 
P. D'altra parte, se consideriamo che il punto A,_, appartiene al segmento |AA„| 
(P 18) e il punto P al segmento |À_, A„j, è fona concluder che P (direrso da A 
e da A.) giace fra i punti A e A. (PIO §3). Pertanto 1" ipt*. 1) involge eoutradi- 
riooe a PI2§8. 

2) Il punto C. se i pcstibilo, giaccia fra A. e P. Dunque ancor nel segmento 
|A*_, A.| (PIO §3): per la qual cosa ognuno doi punti C o P giacerebbe in 
|A„iA.| senza coincider ool punto A„. Uà questo intervallo è simmetrico di |AA,| 
(P 16) al par di }CP(; o per» eoo simmetrici Vuno dell'altro i segmenti |A«_, A«| e 
|CP| (P 10 § 8. P 18). Dunque l’ipts. 2) risulta in opposiaione a P 15. Bec-5- 

P22 — Tr. » Qual ai voglia similitudine che ammetta due punti tauto- 

• logi, l’nno diremo dall' altro, dovrà tener formo eaiandio ciascun ponto che spetti 

• alia lor congiunge ut e o. [Se esser puh, supponiamo che nella retta AB coosistan 
duo punti P e F non coincidenti Ira loro, ma corrispondenti in virtù d' unn simili- 
tudine ( per cui ik A . dB — B , rfP «= P\ Per cerio il punto P è nel raggio | AB , 
onero nel raggio |BA (P29, 30 §3). Sia p. es. in |AB: ondo anche il ponto P' è 
tenuto a giacere in | AB, perchè questo raggio sari convcrtito in sè stesso da S (P 8); 
uu l'nn punto e l'altro aari diverso da A. Dunque delle duo cose l'una: o P giace 
fra A o P’, o P" fra A e P (P 83, Il § 3). No rieno che un punto, il quale stia fra 
P e V, giacer! in uno solo dei due segmenti |AP|e!AP'j (IM8§3), che si cor- 
rispondon fra loro; e per coma non potrà esser tautologo in é. D'aitia parto fra i 
punti Pel* cadon sempre dei ponti medio-simmetrici dolla coppia (A, B) (P 21), 1 
quali son tutti tauiologi rispetto a S (P 18): dnnquo l'ipt*. P~ l y genera con- 
tradisiono]. 

Non può sfuggire at L. l'analogia col leortma foittlameitlaie della Geometria 
Proiettiva, o teorema di Staodt. E invero, di fronte alla • Geom.* delle simili- 
tudini ', quest* P22 compio il medesimo officio, che il teorema fondamentale di 
Staci» ha verso la • Geom.* delle collineaiioni ' ('). 

P 28 — Tr. * Dna similitudine, che tenga fermi tre ponti non collineari, non 

• può esser ohe la simmetria rispetto al piano di questi, seppur non è la 

• trasformar.* identica. Ved. P2 ». Se A,B, C sono i pnnti che si suppongoa 
tautologi. ciascun punto sia della retta AB, sia dalle rette AC, BC, sarà convertito 
in se stesso (P 22) ; e per cons. ogni sfera, elio abbia il centro in A , o in B , o in C, 
sari necessariamente tantologa (P 20 § 2, P 1). Ne viene, che ciascun ponto del 
piano ABC corrisponde n si stesso (P27 § 1); e che un punto esterno al pian» ABC, 

(') G la inameni ondo ii otabllùeo non f diverta <Ia quoti* eh* l'A. giù tonno o «viluppi 
nolU Rot» • Circa il tarma finiamratata ii Stmit, occ. ». (Alti d. Acc. di Sdamo d. Tonno, 
voi. XXXIX, IMA) 
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— aia per es. D — tutto dio scelto ad arbitrio, avrà per immagine un punto D' 
comune alle «rete D» , D, , D c : per la qual cosa D" coinciderli con D, orver col 
simmetrico di questo punto rispetto al piano ABC (P 29-31 §2). Ma nel primo 
caso ogni punto coinciderà con la propria immagine (P40 §2) — perché le sfere 
intorno al punto D saranno aneli' esse tautologia — e nell'altro caso ogni punto 
esterno a quel piano & diverso dal punto omologo. Bee.J — G n'esce altresì dimo- 
strato il seguente: 

P 2-1 — TV. . Una similitudine, la quale consenta più punti tautoiogi non 

• complanari, ai confondo con l'identità». 

P 26 — Tr. • Dati i punti non collineari A , B , C, qualsivoglia rotasiono SI 

• intorno alla retta BC si può sempre aver componendo lo speccliiamonto al piano 

• ABC con lo s pecchiamoti to al piano polare dei punti A ed StA. Ved. P 88 § 2 o 
. $ 4, 5, 8 ». [Si può conceder ohe AB sia perpendicolare a BC. — Or so SI fosse 
precisamente il somigiro intorno alla rotta BC (P 7). basterebbe appellarsi a 
P 6. Poniamo dunque ebo la rotazione onde si parla sia diversa dal semigiro: e su- 
bordini ai pnnti (distinti) A, ed A i punti A ed A': di guisa che SÌA, *»A e 
SS A = A'. I punti A e A' giacciono insieme sullo due sfere tautologho A„ e Ac 
(P23§2), e il lor punto medio — che chiameremo D — non appartiene all’a as e 
(P 10): ondo la retta AA’ ò normale ad ambo le retto DB e DC (P 3, 5 § 2) e i 
punti A e A' sono l'un l’altro simmetrici rispetto al piano BCI). Osservato che 

— posto D, ~ A,|A — sarà D, fuor di BC come D; c i pnnti D, e D saranno omo- 
loghi secondo SI (P 28 § 2) « p. c. diversi fra loro (P 8) : ondo A, è diremo da A'; 
e i punti A,. A ed A’, in qnanto appartengono tutti alla sfera A,,, noti collinoano 
(P.%5 §1). Inoltre la retta BC. supposta normale a BA. è altresì perpendicolare a 
ciascuna delle BA, , BA' (P 23 § 2). D'altra parte S* sahordina ta polwfrra ilei punti 
A. A’ a quella dei punti A .A: questo duo sforo sono dunque simmetriche runa 
dell'altra rispetto ad un piano, che passa per l'asse flC (P 11): e p. c. simmetrici 
l'uno dell'altro, rispetto al medesimo piano, aneho i centri D, e D, come pure i 
duo eerebiA,,, e A„, che il piano A,AA\ perpendicolari» in B a BC (P 34, 33 §2) 
determina su quelle sfere. Detti aerobi si taglieranno in due punti distinti A ed 
E, poi che A non spetta a DD, (P47 § 1); e il piano polare di questi punti A ed 
E conterrà D, e D(P38 §2), ma nou la retta BC. visto che i punti R.C.D e 
D, nou sono complanari (P lo). Dunque ò forza che ognuno dei punti A ed E sta 
convertito ta si stesso dalla simmetria che scambia fra loro i due cerchi: onde 
ABC sarà il piano di simmetria ; e p. e. anche i punti A, ed A’ n'csct'ranno sim- 
metrici l' uno dell'altro rispetto al piano ABC. Di qui ri deduce, indicando con i ed 

gli spoechiamonU nei piani BCA.BCD: SUA ■=* A' = fiUWA , S8A, — A — 
= ^fù>ÌA, .StB = B=SKoiB,ÌSC = C—iS>KeiC. Pertanto ta siinilitudino SvsWoi 
converte ta sò stesso ciascuno dei punti nou complanari A, A, ,B,C; dunque (P24) 
JXcXri =» 1 , e p. e. 9%>S = $»: e. v. d.} — Con questo ragionamento abbiamo 
altresì dimostrato che: 

P 20 — Tr. • Setto lo stesse Ipts., la rotazione Si risulta aneom dallo «pec- 

• ehiamento al piano BOD, seguito dallo specchiameli!» al piano A'BC; «vieni dallo 
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« specch iamento a BCD, ««gotto dallo spocchia mento ad ABC •- — E resta plorato 
altresì che: 

P 27 — Tr. * Se por ramo d una rotazioni) arbitraria si passa da im ponto A, , 

« dato a piacere, ad un altro punto A diverso dal primo, la stessa rotazione doni 

• trasferire qnest'altro punto A nel simmetrico di A, rispetto alpianoche unisce 

• A con l'asse ». — Per la qual cosa: 

P 28 — Tr. • Due diverse rotazioni intorno al medesimo asse, capaci «1 l ana 

• che l'altra di coordinare ad nn punto, il quale non giaccia sull'asse, un medesimo 

• punto, non possou coesister* ». — E qui tosto: 

P 29 — Tr. • È unica la rotazione, che trasferisce un dato semipiano in un 
«altro, ambedue limitati dall'asse. Ved. P9 •. 

P 30 — Tr. • Qual si voglia similitudine, per cui sian tautologia i punti 

• duna medesima retta ed essi soltanto, è una rotazione. Ved. P 8, 23 ». [A ,B,C 
siano punti non collineari; e poniamo che la similitudine f convorta in si stesso 
ciascuno dei punti B e C — e p. e. ogni punto della congiungcnte BC (P 22) — 
ma non abbia altri punti tautologi. Dicasi A' quel ponto, clic S sostituisco ad A; 
e D sia il ponto medio fra questi. Si pub conceder eho AB — e p. e anche 

— sia normale a BC. I punti B ed A', certamente diversi fra loro, cquìdUtano 
dal punto B; per» che la sfera A» è tantologa rispetto a S. Ora esisto dì certo 
nna rotazione © intorno alla retta BC, che subordina il somipiano BC verso A’ 
al somipiano BC verso A (P 9). dunque il raggio B verso A’ al raggio B verso A, e 
p. c. A' ad A (P37 §3). Pertanto la similUudlno ©o converte in sè stesso ciascuno 
dei punti A , B . C : onde : ©„*' = 1 (vale a dire S — ©), oppure ©i = /ABC (P 23). Ma 
il secondo evento i da escluderò, poi ebe da S = © l/ABCi nascerebbe, grazie a 
P 2f> : S mm /DBC . /ABC . /ABC . ; onde f — /DBC . che è contro lipù. (P 31 §2)} 

P 31 — Df. • Si dirà diede coppie di punti (A , B) e (C . D) sono ‘congrue 
. (o congruenti) fra loro ' — o si scriverli, so ci piace. ’ (A , B) ^{B ,C) ' — 
« per significar che Io sfere B» o D c son simmetriche l'una dell'altra «. — 
Dicendo • simmetriche ' si sottintende “ rispetto ni punto medio dei centri ov- 
vero — quando A e C non coincidano — “ rispetto ad un asse perpendicolare in 

A|C alla linea dei ceatri ", o “rispetto al piano polare dei centri ": che è sempre 

la stessa cosa, in virtù di P 43, 48 § 2. 

P 32 — Tr. « Premesso ebe A, B,0,D, E. P sono punti: 1) #e(A,B)è 

• congruente a (C . D), viceversa (C , D) sarà congruente ad (A , B) ; 2) se arvien ohe 

• le coppie (A.B) e (C,D) siano congrue fra loro, o cosi le (A,B) ed (K,F), 
« eziandio lo (C . D) ed (E , F) saranno congrue fra loro [P 13]; 3) le coppie (A , B). 
« ed (A , B) cerne pure lo (A , A) e (B . B), e similmente (A , B) o (B , A), sono 

• congruo fra loto [P 48 § 1, P 44 § 2] ». 

P 33 — Tr. • Ogni qualvolta due coppie di punti sono congrue fra loro si 

• può sempre passare dall'uria all'altra per mezzo d’un acmigiro, o attraverso due 

• semigiri». [Se (A.B)s^(O.D) ed A~ = C. Il scmigiro interno ad un asse 
normale alla retta AC nel punte A|C porterà A in C; e di B farà un punto B\ 
ebe deve giacer su D, per Ipts. (P 31. eoe.). Or se B' = D, non c'è altro da fare. 
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Ma se B' è direno da D, porche si oonverta in D, fermo restante C. basterà che si 
effettui anche il semigiro intorno ad nn asse il qnnle contenga C o sia normale alla 
retta IH) (P 3-5 § 2).] 

P 34 — Tr. • Dir clic le coppie di punti (A , B) o (C , D) siano congrue fra 
. loro, o che le polosfere di (A , B) e (C , D) sian simmetriche l una dell'altra, è 
. la stessa cosa. Vod. P4 §3 •. [So p. es. (A , B) tsi (C , D), la simmetria rispetto 
al punto A1C, permutando le sfere B, e D c (P31), rappresenta B in un ponto B\ 
che dere giacer su D c ; e converte la Sfr(A , B) nella SfrfC , B 1 ). Or, se B' ~ = D , 
la polesfera dei punti C o B" e quella dei punti C e D son simmetriche l una del- 
l'altra rispetto ad nn asse, il qttalc contenga C e sia normale alla retta B D. Dunque 
la polosfora di (A , B) simmetrica alla polosfere di (C , D) (P 18). — E so viceversa 
lo polosfere di (A . B) e (C , D) seu simmetriche, e i punti A' e B' corrispondono 
ai punti A o B; allora, oro già non coincidano » punti B' e D, le sfere De o BV 
si scambieranno fra loro per messo dol semigiro intorno ad un asse, il quale con- 
tenga C|D e sia normale a B’D; onde (A , B) ^ (A' , B) (C , D); eec.]. — Grame 
a questa prps., la ‘ eongruema fra coppie di punti ’ (P31) ai potrebbe altresì 
definire sostituendo alle sfere B» e De le polosfere inerenti a quelle due coppie: 
se non che il pregio della simmetria verbale non compensa, secondo me, l'intervento 
dei punti medi e delie congiungenti, che si evita nell'altro modo. 

P 35 — Tr. • Se una similitudine è tale, che nna coppia di ponti l’un l'altro 

• distinti sia congruente alla coppia omologa, allora dne coppie omologhe quali che 

• siano risultati congrue fra loro ». [Una similitudine 4 coordini ai punti A e B 
(diversi fra loro) i punti A' e B'; e siano congrue fra loro le coppie (A , B) e 
(A' , B 1 ). Indichiamo con S una similitudine (semigiro, o prodotto di due semigiri) 
capace di trasferire (A , B) in (A' ,1?) (P 33); cosi «he <2A — SA. — A’ . »2B = 
= /B = B". Allora la trasformazione i2f — risultante, o prodotto di é per la simi- 
litudine inverse di C — sarà una certa similitudine (P2) che tiene fermo ciascuno 
dei punti A e B : dunque una similitudine, per cui tutti i punti di AB son tautologi 
(P 22). Ora una trasformai.* si fatta necessariam* equivale ad una rotazione SU 
intorno ad AB, oppur si confonde con lo speccfaiamonto 9 nd un certo piano 
che passa per questa retta, oppure ò l’identità (P 30, 28. 24): onde avremo: 

• S = (2SS , oppure S = S9 . oppure A =» (2 . 

D’altra parto ciascuna delle <2, S* e ff converte ogni sfera in un’altra, ch’è 
sempre n quella simmetrica <P 52 § 1 ; P23, 41 §2; PI 1,18): cosi dunque anche 
S (P13); e resta sol da appellarsi a P 31} 

P 36 — Df. • La similitudine, che rappresenta ogni coppia di punti in un'altra 

• congrua alla prima — ovver (che à lo «tosso) ogni sfera in un'altra sim- 

• metrica a quella — prendo il nome di ■ isomeria ' (>). * fiomere' sonda 

t 1 ) Xonw clic («o non *m>) fn già proporto iti C«. Mxiuv noi AWwtnur (Untiti ile Oto- 
nitrii (Pori», 1871), e comprende lotto le oponiioni foiwtimmUII chtimrto «llrc»l ' moli- 
meli t i di 1* c 2* nficcie *, ’ eguagliamo metriche', o «duplicemente ' cguigliante 
8* non tiro quort* puro!» ' cgoagllanta ’. racchiudo un temo loti più generate od Astratto, cornano 
u qnuul tatto le «cicute; ondo 6 porte naturalmente alti Logica. 
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• chiamar «lue figure che «i eorrispondon fra loro, punto per punto, secondo una 

• • isomeria' ». Una relazione si fatta è palesemente invertibile. cioè conrereiva o 

reciproca; • per affermare eh' essa abbia luogo in ordine a date figuro F.F noi scri- 
veremo talvolta F^> v : doro il segno • ' si legge ‘ i itmtra eoa'. — ■ Ma 

• ogni qual volta si parli di figuri piani (coppie di punti, segmenti, angoli, trian- 

• goli. cerchi, eoe.) che si corrispondon por meno di un'isomeria, le chiameremo 

• altresì * congruenti fra loro o * tovrapponibili '. Ved. P 1,31.35 ». Di 
dir qni tosto, ia virth di PS2: 

P 37 — Tr. • Qualunque figura ò isomera di sì medesima: cioè l' identità 

• spetta all'isomeria. Da PyP ri deduco F«P: ciò è l’ operazione inversa 

• degni isomeria sarà sempre nn’ isomeria. Due figure, ciascuna isomera con ima 

• terra figura, sono anche isomero fra loro; ondo 1‘ isomeria è transitiva, vale a 

• qualsivoglia prodotto d' isomerie sarà sempre un'isomeria ». 

P 38 — Tr. . La simmetria, la rotasiono — e ogni trasformazione com- 
posta di simmetrie o di rotazioni — sono tutte isomerie. Viceversa un'isomeria 

• qualsivoglia, se non è simmetria, sari eguale al prodotto di duo o più sim- 

• motrie [La prima parte è conseguenza immediata di P 22 § 2 c P 2, 35-37. 
L' altra si è già stabilita implicitamente uel dimostrare la P 35], 

P39 — Tr. • Purché gli A.B.C siano pinati non collineari e cosi D.E.F. 

• esiste almeno un'isomeria che traduce A in D. il raggio A verso R nel raggio D 

• verso E. o il semipieno AB verso C nel semipiano DB ver» P ». [L' equi aver- 
si Oli e rispetto si punto A-D rappresenti B e C coi punti B 1 e C; e. se B' non è 
già nel raggio DE, sia B" la traccia di questo raggio sopra la sfera B’„ (P37 §8). 
Allora — secondo ebe i punti B' . B” e I) sono, o non son, per diritto — loquii- 
vorsione rispetto a D. o il semigiro intorno alla retta che unisce i due punti 
B’|B" e D, porta B* in B” tenendo fermo D; e a C dà per immagino un ponte, 
che chiamerò C". esterno alla retta DB. Appresso, ore questo punto già non appar- 
tenga ai semipiano DE verso F. esiste una rotazione (intorno la retta DB) che 
ce lo conduce (P 44 g 3, P 7. 9) senza alterar B" nè D (P 23 § 2). E cosi per tuezio 
di isomerie (P38> siain passati da A . AB ,](AB)C a D , DE, (DE)F; e resta 
sol da appellarti a P 37], Or so qui supponiamo le rette AC.DF perpendicolari 
alle rette AB. DE. bisognerà che anche il raggio AC si sovrapponga al raggio |DP 
(PII §2,ccc.). e l'angolo À.BC all'angolo D.BF (P47§8): per la qual cosa: 

P 40 — Tr. • Tutti gli angoli retti sono congrui fra loro. Ved. P 3*3 ■ . — 
Inoltre 

P 41 — Tr. • Due raggi, o due semipiani, tatto che dati a piacere, son sempre 

• congrui fra loro; o sempre in essi le origini si corrispondon fra loro. Ved. P 54 § 3 • . 

P 42 — Tr. • Xell'Ipt*. P 89, so © è un' isomeria che rispecchi ordinatamente 

• gli A . AB ,l(Ail)C con D . |DK , |(DK)F, qualunque isomeria che produca questo 

• medesimo effetto sarà equivalente ad © . oppure ad © seguita dallo specehiemento 

• nel piano DEP ». [Invero — posto B' = ©B , <7 = ©C , Jf == /DEF — e dottai 
un' isomeria capace di rappresentar (come ©) gli A , [AB , (AB)C con D , 1 DE , |(DE)F, 
bisognerà che anche 3 traduca B in B' (P 87 § 8) ; quindi le sfere C. o C» nelle 
sfere omologhe a questo per simmetria rispetto ad A| D e a B|B* (P 31, 38), cioè 
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Delie altre C't, e CV; insomma il punto C — comune a C, ,C, • f(AH)C — nel 
punto C\ eh' è il solo punto comune a C’, , CV o |(DE)F (P 47, 49 § 1, P 44 §8, 
ecc.). Dunque lo isomerie © ed 3 rappreseli tan, si l' una e sì l'altra, i punti A . B , C 
eoi punti D.B'.C'; per la qual cosa il prodotto 30 è nn’ isomeria che tien fermo 
ciascuno dei punti non collineari D , B" , C\ Dunque 30«= 1 , oppure 30 = ff (P 28) ; 
sicché (moltiplicando a destra per O): 3 *■= O, oppure 3 = PO ]. 

P 43 — Tr. « Ogni qualvolta A , B , C sono punti non collineari, bisognerà che 
«i due (aggi AB e [AC sian simmetrici l'imo dell'altro rispetto ad un asse: 
. onde la coppia dei raggi [AB o AC sarà sempre congrua alla coppia AC e |AB ». 
Kccl.. libre I, prp, IX. [Se D é quel punto di |AC, che dista da A quanto B 
(P37 §3). que due raggi si scambieranno fra loro per mezzo del semigtro intorno 
alla cougiungente di A col punto B|D (P3-5§2; P34§8)]. 

P 44 — Tr. . So duo segmenti o dne angoli piani contessi sono congrui fra 

• loro, anche la coppia dei punti estremi o dei lati dell' uno sarà congrua alla coppia 

• dei punti estremi, o dei lati, dell' altro: e reciprocamente*. [Cesi da P 54, 55 
§ 3, ecc.]. 

p 45 — Tr. • Qualunque volta i punti A . B , C non collimane, e D sia un 

• punto del semipieno da AB verso C. ma «storno al raggio AC. non potrà darsi 
. che gli angoli À.BC.À.BD siano congrui fra loro». [Poi che l'identità 
converte gli A.|AB.|(AB)C rispettivamente in A , |AB , (AB)C, nessun' altrn 
isomeria produrrà quel medesimo effetto, tranne lo spccchiameDto al piano ABC (P 42). 
che non altera alcuno degli elementi snddctti. Dunque, intanto che il raggio IAD é 
diverso dal raggio |AC , la coppia ([AB , |AC) non sari congrua alla coppia (JAB ,|AD) 
(P 41, 54 § 3). quindi noumeno alla coppia (|AD,|AB) (P 37, 431: sicché gli angoli 
À . BC o I . BD con potranno user congnii fra loro (P 44).] — E di qui nasce, 
avuto riguardo a P 42. 43 §3: 

p 46 _ Tr. • E, so C == C/AB , nessun raggio avente origine in A e giacente 
» sul piano ABC. ma diverso da ognuno degli |AC .IAC' può racchiuder col raggio 

• |AB un angolo congruo ad À . BC. Vcd. P 47 § 1 ». 

P 47 — Tr. • Nessun angolo piano é simmetrico di sé medesimo, rispetto a 

• dne retto diverse ». [A , B , C siano punti non collineari, o C disti da A quanto 
B. Che. rispetto ad un certo asse r. l'angolo À.BC (o A. BC) sia simmstric» di 
sé medesimo, già si sa da P48, 44. D’altra parto ogni assial simmetria, ohe 
rispecchi ia sé stesso quell'angolo, dovrà permutante i due lati |AB e |AC (P55 § 3): 
perché, se potesse rappresentarli ciascuno in sé stecco, terrebbe fermo anche ognuno 
dei punti A.B.C (P37§3). Dunque una tal simmetria dovrà permutar B con G 
(ibid). senza rimuovete A: e però l'asse di simmetria, contenendo ambo ,i punti 
(l'un l'altro distinti) A e BjC (P 84 § IX si confondo neceasariaroento con r (P 19 § I).] 

P48 — Df. • ‘ B mitri et di un angolo piano ' é quella semiretta, 

• che Ita come origine il vertice, e giaco ad un tempo nell' angolo dato « nel- 

• l'asso di simmetria del medesimo. Ved. P 47 §3 e P48, 47 ». 

P 49 — Tr. - Se due angoli piani convessi sono congrui fra loro, tali saranno 

• anche gli angoli convessi, «ho le bisettrici di quelli formano rispettivamente 

itoci eri dki Xt„ Serie **, T«n» X V. 11 
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«coi Uti doli' uno e dell'altro. Ved. P 48 ». [In vero l'isomeria, che è per aovrap- 
porro l’nno degli angoli all’altro (PS6), dorrà eziandio sovrapporre lo bisettrici, 
grano a P47.] 


§ V. 

Relatto ne di minore t maggiore fra due tegnenti od angoli piani. Congru- 
ità dei triangoli. Somma di due tegnenti o di due angoli piani connetti. 
Altre proprietà di triangoli, cerchi, tfere, ecc. 


fi — Df. ‘So A , B , C , D sono punti, A direno da B. l’asserir che “ il 

• segmento |AB| i minor del segmento |CD| ”, o che " |CD|< maggiore di 

• |ABJ” — ■*(] AB|<|CD|*, o‘|CD|>|AB[)' — è un modo di esprimer qualmente; osiste 

• un’ isomeria, per la quale un estremo, A o B, del primo segmento si trasferisce 

• a un estremo, C o D, del secondo; o l’altro estremo di |AB| ad un pnnto, dia 

• giace fra C e D "; orrer, che è lo stesso: •• esiste fra i punti C e D un punto 
« — sia per es. X — tale che |ÀBj sia congruente a |CX| o a |DX|”. Vedasi 

• P 10 § 3 e P 36 § 4. E allorquando i punti A e B si confondon tra loro, la frase 

• ‘ |AB| <;CD| ’. o l’altra ‘ |CD|>jAB| ', servirà unicamente ad esprimerò che “ i 

• punti C e D non coincidono '* — Corollari quasi immediati i seguenti: •* Ogni qual 
. volta C appartiene ad jAB|. ina è diremo da B, sarà sempre |AC| minore di |AB|” 

• (P37 §4). E: “Se due segmenti sono congrui fra loro, la medesima relazione 

• di <,3*:, o >, che interceda per avventura fra il primo di ossi ed un terzo, 
« ani luogo eziandio fra il secondo ed il terzo (Ivi) •. 

P 2 — Tr. • Se A , B , C . I) sono punti, e |AB| à minor di |CD|, esisterà senza 
« fallo un' isomeria che inserisco (AB, in |CD|, ancorché sia prescritto quale dei punti 
. estremi A e B TOgliam che si porti in C, o qual degli estremi C e D si vuole 
. occupar con A. Ved. P 1 [In vero, se per mezzo di un’isomeria si poò fare, 
ohe A venga tradotto in C . e B fra C e D ; si potrà ulteriormente tradurre A in D , 
con raggiunti di un equinvorsioue rispetto al punto C|D; e ciò senta distoglier B 
dall’intorno del segmento dato |CD|. Ecc.]. 

P3 — Tr. . Dati a piacere quattro ponti A.B.C.D, delle tre cose luna: 
«o |AB| sarà congruo a |CD|, « |AB| minor di |CD|, o|AB| maggior di ’CD); 
. e ciascuno di questi casi escluderà gli altri due». [MI restringo a supporre 
A~«=B e C~= D. Circa la prima parte del Tr. basti portare il raggio |AB sopra 
l'altro |CD, a tenore di P 41 § 4 ; dopo di olio, se B non cadrà su D , bisognerà che 
addivenga in un punto interne a |CD|, ovver nel prolungamento oltre D (P20§3). 
— Ora.se per es. |ABj^|CD|. non pnò esistere un'isomeria che trasporti A in C, 
e B in nn punto B’. il quale appartenga a !CD,' senza coincider con D: però ohe un 
segmento come ICB - ! nou o mai congruenti a |CDi (P46 § 1, P37 §2. P31 §4). 
Cosi resti provato che il fatto |AB|^!CD1 non va d'accordo col fatto ( AB| < |CD| 
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(P 2). nè con l'altro |CD <|AB|; essendo qui lecita la sostituiione (*’*'*'*)• 
E con un simile ragionamento ri prora eziandio l' incompatibilità delle ipts. |AB|< 
< i CL)| e |CD|<|AB|. che inrolgerebber l'esistere di isomerie capaci di rappresen- 
tare l' una i punti (A,B) coi punti (C.B 1 ) — B' giacente fra C o D - l'altra i 
punti (C , D . B’) eoi punti (A , D" , B") — 1)'' giacente fra A o B , B" fra D” od A 
— e perciò anche d' isomerie che trarrebbero B in B" senza rimuorero A (P 37 
§4): eoe.] — E con questo abbiamo altresì dimostrato il seguente: 

P 4 — Tr. « E se A non coincide con B. nè C con D, qualsivoglia isomeria 

• che abbia effetto di sovrapporre il raggio |AB al raggio |CI), farò che B ri con- 

• verta in nn punto interno od esterno a |CD|, orrer coincidente con D, 

• secondo cho |AB| sia minore, o maggiore, e congruo a |CD|«. 

P 5 — Tr • . Ss di tre dati segmenti il primo è minor del secondo, o questo 

• è minore del terzo, anche il primo sarà minore del terzo » . [Siano A , B , C. D , S , F 
punti dati. Se p. es. l’isomeria 3 traduco A in C . e B in un punto B' fra C e 
D (PI); e similmente l'isomoria £ porta C in F, e D in un punto D" tra F ed 
E: allora B', a cagione di £, verrà condotto in un punto B” tra D" ed F, poi che 
il giacor fra due punti è proprietà covariante di questi, rispetto all'isomeria (P 8. 
36 §4). Perciò B" ò fra i punti F ed E (P 10 §3); dunque il segmento |AB|, 
congruente a |CB'|, sarà minor del segmento |FE( (PI). Eco.}. 

P 6 — Tr. « Qualunque siano i punti A , B , C 0 secondo che |AC| ò minore, 

• maggiore. 0 congruo ad |AB|, il punto C sarà interno, ed esterno, 0 appar- 

• tenente alta aleni B*. Ved. P5 §3 .. Se p. es. B~ = A e |AB|<|AC . dovrà 
esistere un'isomeria che. non alterando A. muti B in un punto B’ fra A e C (P 1. 2): 
onde C esterno ad JAB*! (P 11, 12 § 3). D'altra parte C sarà esterno ad |AR r ’ : , se 
B" = B'/A; in quanto giace nel raggio [AB' (P29 §3), che non ba punti a comune 
col raggio |AB", eccezion fatta di A (P 30. 32 §3), ma 0 è diverso dai punti 
A.B'.B”. Dunque C esterno al segmento (PI 1,20 §8), ebe è quanto dire 
esterno alla sfera B. (P6, 10 §3). — E cosi dall'ipts. C ~ = A e |ACi< |AB| nasce 
che (A,C)^c(A,C’), essendo C' un punto compreso fra A e B. Ma un tal punto è 
obbligato a giacer fra B e H A : dunque 0', e p. c. anche C, sarà interno alla po- 
1 «sfera dei punti B e B A (PIO §8). vale a dire a B, ]. 

P 7 — Tr. • Qualunque siano i punti A . B , C, se C sarà interno alla sfera di 

• B, centro A, allora B sarà esterno alla sfera C» ; e reciprocamente : inoltre ogni 
. punto interno a C» sarà interne a B. •. [Cosi da P 6, 5. ece.]. 

P 8 — Tr. • E ogni retta ohe passi da un punto interno, taglia la sfera in 

• due puuti, sempre diversi fra loro*. [Il punto C sia, come dianzi, interno alla 
sfera B». Or m la rotta passi per A, 0 sia perpendicolare a CA. si ritorna a 
P 20 § 2, 0 a P 7, 3 § 3. Se no. calata dal centro la perpendic.* AD sulla retta, il 
piodo risulta interno a C„ (P 26 § 3), dunque interno a B, (P 7) : dunque è vero che 
la DC (in quanto è normale a DA) ne incontra dne volte la sfera}. 

P 9 — Tr. • Qualunque retta contiene dei ponti esterni a una sfera data a 

• piacere*. [La data sfera sia p. es. B,: si può conceder che B~ = A. Or se la 
retta è tangente alla sfera in un punto C. ogni suo punto diverso da C sarà 
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«temo (P 27 § 3). E se un punto D sulla retta è interno alla sfera, cosi ohe |AD| 
<|AB| (P(3); allora, preso un punto esterno a piacerò — quale ad «. A' A/B — 
sari inoltre jAB| minore Ut jAA'l; dunque |AD|<,AA'| (PS), o p. e. D interno alia 
sfera A'» (P 6). Questa pertanto s f incontra con la retta data (P 8), e i punti co- 
muni saranno esterni a B» cerne A' (P 8 § 3)]. 

P 10 — TV. • 1 punti A e B son distinti, C è punto esterno a B, , ? un piane 

• che passi per tutti e tre: si dimostra die in questo piane si posson tirar da quel 

• punte due rette tangenti alla sfera». Eccl.. lib. 3°, prp. XVII. [Uno qua- 
lunque dei punti, dorè s ineontran in retta CA e la sfera B. (P 20 § 2). sari intorno 
alla sfera C» (P7), • sia p. os. D: onde la retta perpeodie.* a CA, che nd piano 
t può condursi dal punto I), taglia in due punti In sfera C.. Detti E ed E' questi 
due punti, ed F.F - i piedi delle normali abbassate dal punto C alle rette AE , AE ; 
se si ribalta il piano g su si stesso intorno ai punti (diversi fra loro) A e C|E 
come cardini (P51 § l), ne usciranno scambiati fra loro i ponti C ed E, e permutato 
lo retta CA.EA. Dunque la retta ED, perpeodie.* a CA . cuopre la retta CP, per- 
peadic* ad EA (P 9. 23 § 2); dunque anche i punti D ed F si barattan fra loro: 

• porcili F, come D, start sul cerehie II. che non s'altera (P 60 § 1); a la retta 

CP è tangente, al pari di ED (P8 § 2). Cosi ancor CF' ò tangente: e il Lettor 
pub rodere, che queste duo rette CF' e CF non coincidono]. 

P 11 — TV. • Sempre che gli A , B . C siano punti, C giacente fra A e B ; la 

• poleafera di (A . B) e la sfera di C intorno ad A s’ incontrano ». [Testo M - z AjB 
ed N-» A|C, converrà che il punte N stia fra i ponti M ed A: so no M sarebbe 
interno ad |AN| (P 29. 33 §3) — risto che gli M.X.A sou distinti e che M , N 
« |ABI — e però B giacerebbe fra A e C (P U § 4), contro l’Ipts. (P 12 § 3). Dunque 
M «temo alla sfera N. (P1.6); dunque esisto sopra N, qualche punto D tale, che 
MDJ-DA (PIO, eoe.). Ora il punto A/D giaco rii sulla sfera A, (P8-5 §2), che 
è la sfera polare di A e B; come aneor sulla sfera C., risto che ii punto A D si 
scambia col punto A/N, ossia con C, (o C. si converto in sì stessa) per mosso del 
semigiro intorno ad un asso il quale contiene A], 

P12 — Df. • Di due angoli piani conressi (e cefi per due angoli concavi) si 

• dice che il primo ' è minore ' (■ < ') del secondo, o die questo ' e maggiore ' 

• (■>') del prime, ogni volta ch'esisto un' isomeria per la quale un tato del primo 

• angolo si sovrappone nd un tato del secondo nugolo, o l'altro tato del primo nd 

• un raggio interno ni secondo. Ved. P 47 § 3 o P 41 § 4 ». — Vale a dire — 

se p. e*. À . BC e D . EP sono gli angoli dati (premesso che non allineano i pirati 
A.B.C, ni i punti D.E.F)— • ogni volta eh 'esisterà un punto X interno a 
Ò . EF e tale che l'angolo À . BC sia eongruo all'angolo D. EX oall'aogolo D. FX» . 
Cfr. PI. — Se non vogliamo distinguer fra ' convesso ' e ‘ concavo ', potremo anche 
adottar la seguente dfnz. (che. setto forma poco diversa, equivalo alta preced.* nei 
casi che l una e l'altra contemplano): « Si dice che l'angolo «, convesso o concavo, 

• i minore deU‘aagolo fi (eaiandio ooovoeso o concavo) por affermar l'esistenra di 

• un angolo eongruo con a, il quale abbia un tato a comune con fi e sia contenuto 

• da fi. pur scusa coincider con fi ». — Giova osservar senta indugio, che a cagione 
di P 43 §4 abbiamo: 
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P 18 — Tr. « Dati i ponti A , B , . .. P come sopra, se esiste un'isomeria ohe 
« coordini al raggio lAB il raggio J DE, e al raggio |AC un raggio interno all'an- 
. golo Ì) . EF (ovvero all'angolo D . EF), dovrà esistere un'isomeria che tranfoimi 
* |AB in iDF. «d AC (come l'altra) in uu raggio interno a D.EF (o rispetti», a 
./).EF)«. Cfr. P2. 

P 14 — Tr. • Anzi ciascuna delle isomerie, che trasformano il raggio ]AB e il 
. semipiano |(AB)C nel raggio |DE o nel semipiano |(DB)F, farà corrispondere al 

• raggio j AC un raggio interno, od estorno a D.EF, secondo che l'angolo A . BC 

• sarà minore, o maggiore, dell'angolo D.EF». Cfr. P4. [Se p. es. nn'iao- 
meria (ebo posso chiamare 3) traduco JDK in |AB, ed F in nn punto F’ interno 
all'angolo dato À . BC (ondo A . BC > D . EF), il raggio |AV dovrà passar fra B o 
C (P47 § 3), tagliando ad es. quest'intervallo in G: per la qual ©osa |AC, non pas- 
sando fra B o G (P 12 §8), sarà esterno ad A. BF' (P43 §3). No viene che la 
conversa 3'(P37 § 4) porta |AB in |I)E, F' in F - dunque Ì(AB)C in |(DE)F 
(P 49, 41 §3) — e Cin un punto esterno a D.EF. Ora. in virtù di P42§4, 
le isomerie eli» convertono | AB in DB e |(AB)C in |(DE)F saranno soltanto lo 
equivalenti ad 3, ovvero ad 3 seguita datlo specchiamento ,'DEF. Eoe.] 

P 15 — Tr. • Sempre che gli A . B , C siano punti non collineari, o cosi 

• D , E , F, delle tre eo«e l una : o l'angolo convcsao A . BC sarà minora, o maggiore, 
. o congruente all'angolo convesso D . EF: ma di questi tre casi, due non si posson 

• mai dare ad nn tempo*. Cfr. P 3. [Dalla P45§4, attraverso P 87, 39 §4 e 
P 14, eoe.]. 

P 18 — Tr. • Se di tre angoli il primo è minor del secondo, o congruo al se- 

• condo, e questo è minore del terzo, anche il primo sarà minore del tetto • . 
Cfr. PS. 

P 17 — Tr. .Se tanto A , B , C , quanto D , K , F , sono punti non collineari, o 

• i lati | AB] , |AC| e l'angolo A. BC del triangolo ' ABC) aiano congrui ri spettri. • ai 
. lati DK|.|DF| o allaugolo D.EF del triangolo] DEF]; sarà eziandio il terzo lato 

• |BC'| congruo al terzo lato |KF|, e il triangolo congruente ai triangolo; e dei rima- 

• neoti angoli saranno congrui fra loro B . AC con N . DF . e C . AB con F . DE, cioè 

• quelli racchiusi dai lati oongrui. Ved. P61 §8». — Epci... iib. 1», prp. IV. 
[Perchè À.BO^D.EF, dovrà esistere un'isomerìa che traduce A in D, |AB su 
|DE, |AC su |DF (P 44 § 4, ecc.): sia p. es. £>&>. Ora le coppie (D , E) o (D , s4óB) 
sono congrue fra loro (P 87, 44, 32 § 4); o dall'altra parto sul raggio |DE nessun 
punto diverso da E dista dal punto D quanto E (P 37 § 3). Dunque 9 KjB =- R 
(P 31 § 4). e al modo stesso iCKeC — ■ F: eee.] — Anche la prp#. eho angue contempla, 
sebbene indirettamente, nn caso di congruenza fra triangoli: ved. P 44 § 4. 

P18 — Tr • Dne terne di punti (A.B.C) e (D.E.F) saranno congrue 

• fra loro, so tali siano ad un tempo le coppie (A , B) con (D , E) , (B , C) con 
<(R,F),(A,C) con (D.F)». — Enei... Iib. 1°, prp. Vili. [In primo luogo 
suppongo A.B.C non collineari. Sia dunque i un'isomeria per la quale £A = D, 
£B— E.iC««C': onde i pnnti D.K.C' non collimano. Or dal supposto che 
(A. O^i(D.F) nascerà che (D , C^fl) , F): dunque <T » F„(P46§1. P81 §4) 
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« per egual modo C' • F,. Cosicché ne, per meno di rotazione intorno alla retta 
DB, conduciamo il punto C in un piano p contenda tutti e tre i punti D , E , F 
(P27§2), quel punto cedri necessariara.* sn qualche punto comune ai duo cerchi 
Fg,F«: quindi (P47§1, ecc.) o cedri in F senz'altro, o verri in coincidente con 
F dopo il ribaltamento di ? su sé stesso intorno ai punti D , B come cardini (P 49. 
51 § 1). - Il resto al Lettore], 

P 19 — TV. * Essendo A , B , C punti non collineari, e D un punto arbitrario nel- 

• l’ombra di C da B pur che diverso da 0; l'angolo C . AD — esterno al triangolo 

■ 1ABC| — sari maggior di ciascuno degli interni opposti À.BC o B.AC».— 
Bucl , lib. 1», prps. XVI. [Pongasi E = A[C , F = B'B. Il punto F giace nel 
semipiane |(AC)D, perché la retta CA, passando fra li e D o fra fi ed F . non poi 
passar fra D ed F (P 16 §3); e giace ancora nel semipiano (CD)A, poi che '.u retta 
CD non potrebbe passare fra i punti F ed A, senta passare eziandio tra A ed B, 
ovver tra F ed B (P13§3): dunque F f C . AD (P49§8), anzi F interne a qne- 
st'angelo. Pertanto C.ÀF<Ò.AD (P 12). Ma dall'essere i punti C ed F simme- 
trici degli A e B risp.* ad E. qnindi simmetrici l'nno dell'altro i segmenti iBC| ed 
|FA| e p. e. anche gii angoli À.BC e (3. FA (P47§3, ecc.), si deduce che questi 
saranno congrui fra loro (P36§4). Dunque À.BC<C.AD (P 16). — Resta il 
provare qualmente anche l'angolo B.AC sia minore di C.AD: ma si lascia al 
Lettore]. ' 

P 20 - Tr. .Se — essendo dati i triangoli [ABCi e |DEF| — gli angoli B . AC « 

• C . AB dell' uno siano congrui rispettivamente agli angoli È . DF , F . DE dell' altro. 

• odi più siano congrui fra loro aueho 1 lati |BC| ed KF| compresi negli angeli congrui 
« — oppure 1 lati (AB; e |DB|, che sono opposti ad angoli congrui; sari l'angolo 

• rimanente À . BC congruo al rimanente D . KF ; e dei rimanenti iati saranno congrui 

• fra loro quelli che sono opposti ad angoli congrui, vale a dire | AB] con |DBj,|AC| 

• con [DP|». — Bucl., lib. I», prp. XXVI. [Sia dapprima [BC EF . Per 
Ipts. esiste un' isomeria — la chiameremo SU» — che trasforma la coppia doi raggi 
|BA e | BC nella coppia [ED ed EF (P44§4): dunque tale eziandio elio il ponto 
SKeC si confondo con F, oltre che il punte £Es>B con E, per le ragioni testé asse- 
gnate nella dimostrazione di P17. Ora, se il punto iRsk non coincidesse con D, 
converrebbe supporlo ioterno al segmento |DE|, ovver nel prolungamento di questo 
oltre D (P 29 §3); ma nell'un caso vorrebbe ad esser C.AB minore di P . I)E , 
nell' altro caso maggiore (P12): ond i forza che il puoto £%>A « confonda con D 
(F 15); ecc. — Supposti invece congrui tn loro i due lati jAB| e |DE : se come 
dianzi portiamo B.AC a coincider con È.DF, il punto A verri io D; né potai 
darsi che C si riduca in un punto fra E ed F, nè che P rimanga compreso tra E 
e la nuova posizion di C: porehè noli' un caso l'angolo (s9fc>C)DE, congruo a (3 . AB, 
risulterebbe maggioro dell'angolo F. DE; nell'altro, minore (P 19). Ecc. 

P 21 — Tr. . Se in un triangolo — essendo A , B . C tae punti non collineari 

• — dno lati 1 ABj e ]AC] siano congrui fra loro, saranno congrui anche gli angoli 

• opposti a quei lati; # prolungando i_ segmenti |AB[ e |ACj di là da B e C nei 
. punti D ed E, gli angoli B.CD e C. BB saranno anche congrui fra loro •. Etr- 
clid*. lib. 1* prp. V. [Dall' Ipts., attraverso P 44, 31 § 4 e P46 § 1, deduciamo 
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ohe C appartenga alla sfera B.; e che perciò, detto M il ponto B|C, la retta BG 
sia nonnaie alla retta MA (P6§2). Dunque il ribaltamento do! piano ABC so «è 
stesso intorno i punti M . A come cardini (P 51 § 1, eec.) farà che gli angoli B. AC 
e C . AB si barattin fra loro, e cosi gli angoli fe . ED , C . IIE]. 

P 22 — Tr. • E se due angoli d' un triangolo sono congrui fra loro, eziandio i 

• lati, che sono opposti agli angoli congrui, saranno congrui fra loro*. Eccr... lib. 1°, 
prp. VI. [Se — essendo C . AB e B . AC gli angoli congrui — il lato IAC| fosse 
minoro di ,AB . dunque congruo a un certo segmento |BD|. D pacante fra A o 
B (P 1, 2), sarebber congrui fra loro anche gli angoli 6 . CA e C.BI), grazie a 
(a c : d ; « ', r) P 17; V * U » dirC.BA ^Ó.BD: ma ciò contradice a P 12, 16. Eec.]. 

P 23 — Tr. • Al maggior lato di un triangolo è opposto il maggior angolo ». 
Eucl.. lib. 1°. prp. XVIII. — Vale a dire — essendo ancora A , B . C pnnti non collineari 
— dall'essere |AB| minore di |AC| si deduco che 6,AB<B.AC. [Si può ragio- 
nare come Euclide al loe. dt-, invocando successivamente le P 1, 2. 19, 21} 

P 24 — Tr. • E. viceversa, al maggior angolo è opposto il maggior luto *. 
Eucl., lib. 1°, prp. XIX. [Dallo P8, 21. 23, col noto ragionamento Enclidiano.] 

P 25 — Df. • Dati a piacere due segmenti « e fi, e presi i punti A , B,C 
« in maniera, «he B giaccia in !AC| e che |AB| e |BCJ siano congrui rispettivamente 

• ad u.fi-, l’attributo di ‘somma dei due segmenti a e fi' spetta a qualunque 

• segmento congruo al segmento |AC|. e non si dà che per esso ». — Cioè per 

'somma di a con fi ' — o — s'intende la “classe di tutti i segmenti 

congrui a un segmento |AC| come sopra ". Ma le più volte (secondo l'uso) chiame- 
remo anche ' somma ' dei due segmenti un qnalunqne segmento di detta 
classe. — Occorre sol di premettere alla dfnz. (o di segnalar come chiosa) che “ in 
qualunque modo si scelgano i punti A' . B* . C sotto condizione, che B' appartenga 
ad lA'C'i e che !A'B'| e |B'C| siano congrui rispettiv.* ad |AB| e !BC|. il segmento 
|A"C"| n escirà sempre congruo al segmento |AC| in quanto (supposti gli A e B 
diversi fra loro) l'isomeria che traduce (A , B) in (A’ . B’) (P 44. 32 § 4) rappresenta 
C in un punto Ci del raggio A'B' per modo cbe (B' , C)) (B* , C) (P29§3, 
P 36. 37 § 4, ccc.) : onde C, — (T (P 37 § 3). 

P 20 — Tr. • Sotto la stessa Ipts.. tanto è sommare a e fi, quanto sommar 
‘fi ed a; porchè in ambo i modi si ottengono segmenti congrui fra loro (proprietà 

• commutativa). E se di tre dati segmenti il primo è minore, o maggiore o con- 

• gruo al secondo, la somma del primo col terzo sarà minore, o maggiore, q congrua 

• alla somma del secondo col terzo *. [lavoro — poeto M— A|C e D = B M — 
lequinversione risp.* al punto M converte |AC| In e* stesso e permuta l’uno con l'altro 
i segmenti |ABj e |CDf.|BC| « |DA|: onde AD|^/J, |DCj:»c«; e p. e. « + J = 
-f + «. — Di poi. so p. es. a>0 e sia y un segmento arbitrario, si scelgano 
i punti D . A , B in maniera, che |DA| ^ /. |ABj ^c<x, con A * |DB|: allora fra A 
e B ci dovrà essere un prato Ci . per cui |ACi| ±cfi(P 1,2). Ma un tale punto è 
obbligato a giacere eziandio fra D e B (P 19 §3), anzi in modo cbe A « |DC,| 
(P 17 §3): dunque il segmento |DB|, somma di y con a (P25). è maggiore del 
segmento [DC,|. somma di y con fi. Ecc.} 
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p 27 — Tr. U somma di due lati d on triangolo, prosi in qualsivoglia modo. 

« è sempre maggiore del lato rimanente ». Ucci... lib. 1*. prp. XX. — 0, in altri 
termini : • Porcili A , B , C siano punti non collineari, sarà maggior di jBCi qua- 
lunque segmento, che equivalga alla som ma dei due segmenti JBA| ,| AC | ». Yed. P2ó. 
[La nota dms. Enclidiana riposa — oltre che in P 26 — sulle P 37 § 8 o P 12. 
10. 21,24]. 

P 28 — Tr. • E se D sia punto interno al triangolo ;ABC . i segmenti |BDi, 

• 1 DCj daranno una somma minore della somma dei lati BA|.|AC| del triangolo, 

. ma conterranno un angolo maggiore: oioi 0 . BC sarà sempre maggior di A . BC ». 
Enei... lib. 1». prp. XXI [Dove occorron le P 51 §3 e P 16, 10,25,26 27.] — Che 
esista un triangolo, i lati del quale sian congrui a tre dati segmenti, ciascune minor 
della somma dagli altri due, si dimostra più tardi (ved. P §6): benché l’esistenia 
d'una terna (X,Y,Z) di punti soggetti alla condizione. che i segmenti |XY|,;XZ|, 
lYZjsian tutti congrui n un dato segmento |AB] — oppur tali, che jXY e |XZ| 
siano congrui ad !AB . ma ]YZ| congruo ad un altro segmento minore del doppie 
di AB; — è già fner di questione, dopo le P25§3 e PII ('). 

p 29 — Tr. . Sia D il piede della normale abbassata dal punto A alla retto 
. BC (sempre che gli A , B , C siano punti non collineari) : se avverrà elio il segmento 
. ;DB, sia minor del segmento |DC|, sarà inoltre jAB| minore di |AC|. E, viceversa. 
» non potrà essere |AB| minore di |AC|, se non è anche ;DB minor che DCJ. », 
Lbukkdrb, Rimenti, lib. 1°. prp. XVI. [Supposto che B non giaccia in |CD;, siano 
A’ c B' i simmetrici di A e B rispetto a D. 11 punto B’ è interno a ;CD (P 4, ecc.). 
quindi interno al triangolo |CAA'| (Pél §8). Dunque |AA’ì minor che la somma di 
| AB'; con B'A'I ( P27); e questa minor di qualunque segmento, che spetti alla somma 
di |ACi con |CA1 (P 25, 28). Ora, poiché i segmenti |AB’j e {B'A'I sene congrui fra 
loro, o congrui dol pari i segmenti |AC| o [CA'| (P 7 § 2. P 81 § 4, eoe.), si può invo- 
care la Pii § 4 e concluder che AB'ì<|ACj (P 1. 2, eco.) — 11 resto al Lettore.] 

p 30 - Tr. «Se A.B.C sono punti, e C spetto alla sfera B Al qualunque 
.punto die giaccia fra B e C sarà interno alla sfera; e, viceversa, ogni punto 
. interno alla sfora o allineato sopra due punti B e C della sfera, non coincidenti 
• fra loro, sarà interno al segmento [BC| ». Etici... lib. 8*. prp. II. [Sia per 
es. D un punto fra B e C (onde B~= C) ed M _iB|C. Se M — A, si ritorna a 
P 4, 10 §3. Ma se M è divereo da A. la rotto MA sarà perpendicolare alla retto 
BC (P 5. 6 § 2); per la qaal cesa ÌMD,<|MB; ovvero |MD|<!MC|, secondo che D 
giacerà nel segmento IMB| o nel segmento |MC| (P 11, 18 §3. P 1): dunque (P29) 
|AD| minore di |AB|. ovvero di |AC|. ehe è lo stesso (P 1); e per con». D interno 
alla sfora (P6). - Appresso, se il punto E per es. sarà allineato coi punti B e C. 
oltre che interno alla sfera B,. sappiamo che |AE|<|AB| (P«), c per conseguala 
|ME|<|MB1 (P 29): duuque K intorno a B, (PO), dunque interno a |BC| (PIO §3.] 
- E di qui si deduce, avuto riguardo a P 21 § 3 e P 8 : 

(*) È noto «ho 0 otiti fitti, in quoto dipendono dnll’eiiitonni di punti «ontani l 'ine «ertili, 
tono unperfelUraotilo provati sci tolto EnelidUoo. qenlo «i » ponronuto. Voi lo prp. I o XXII 
d«l lib. 1». 
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P 31 — Tr. • il segmento che unisce due punti intenti alla efera sari tutto 

• interno •. Cfr. P 53 § li. 

P 32 — Tr. • Se due triangoli hanno due lati congrui a dne lati, l'uno al- 

• l'altro, ma gli angoli compresi da questi lati non aon congruenti, il terzo lato sarà 
. maggior nel triangolo, dorè l’angolo i maggiore ». Eccu, lib. 1°, prp. XXIV. 

P 33 — Tr. . E se due triangoli hanno dne lati congrui a due lati, l'uno al- 

• l'altro, ina i rimanenti lati non congrui, l'angolo compreso dai lati congrui sarà 
» maggior nel triangolo, doro il tento lato è maggiore ». Eucu, lib. l\prp. XXV. 

P 34 — Df. • Ogni qualvolta — essendo a . fi due angoli piani con rossi — 

• si costruiscano gli angoli Ó.AB.Ó.BC, congrui rispetti?.* agli angoli dati 

• a e fi, sotto condizione ohe it punto C sia nel piano dei punti non collineari 

• 0,A,B, ma fnori del semipiano da OB verso A; allora il nome comune di 

• “somma dell'angolo a con l'angolo fi", o * somma degli a , fi ', o ’ <* + fi ' 

• spetta: 1) a ciascun angolo congruo ad Ò.AC, ovvero ad Ò . AC, so i punti B e 

• C giaceranno dalla stessa banda di OA. ovvero da bande opposte; 2) a qualsivoglia 

• semipiano, se C cadrà stilla retta OA (che è quanto dir sul prolungamento di 

• |OA j oltre 0). Ved. P 39, 45. 47 § 3 e P 39. 41 § 4 ». — Cfr. P 25. — Anche 
qui converrà far notare che (ima volta assegnati a e fi) : “ comunque si prendano i 
punti <y , A’ . B' . C' (sotto condizione eco. eoe.) l'angolo Ó' . A'C risulterà sempre 
eougruo ad O . AC » : in quanto l'isomeria che trasforma i raggi |0A e |0H nei 
raggi |0'A' o !0'B* (P37, 44, 43 § 4), muti |0C in un raggio, il quale non puà 
non coincider col raggio lO’C', dato la P45 §4. 

P 86 — Tr. • Sotto la stessa Ipte., tanto è sommare a e fi, quanto sommar 

• fi ed a. E so di tre tngoli piani convessi il primo tt minore, o maggiore, o congruo al 

• secondo, la somma dui primo col terzo sarà minore, o maggiore, o congrua alla somma 

• del secondo col torio •. — Cfr. P26 [Invero — supposto che i punti 0,A,C 

non collimino, e detta |0M la bisettrice dell'angolo Ó.AC (o dell'angolo Ó . AC) 
che rappresenta la somma di a con fi (P 48 § 4) — il semigiro intorno alla retta 
OH converte in sè stesso quell'angolo; dunque muta il raggio jOB in un altro |OD, 
eziandio contenuto dall’angolo, permutando l'uno con l'altro Ó.AB e Ó.CD, come 
pure Ò. BC o Ò. DA: sicché Ó . AD ^.fi , Ò . DC Ma i punti A e C, come 
giacciono da bande opposte di OB por Ipts., saranno ancora da bande opposte di 
OD: onde « + — Il resto al Lettore], 

P 36 — Tr. < Ciascun angolo, i lati del quale facciano con un raggio interno 

• (uscente dai vertice) angoli congrui rispettiv » ad angoli dati convessi a « fi, sarà 

• somma di questi ». 


§ <»■ 

Par all e I l'amo di rette o piani. Omotetìa e traila. -ione. Proprietà e co- 
struttone delle limiti ladini. A nti riversione rispetto a una sfera. Iti- 
tene tion^ di due sfere. 

PI — Tr. • Se non esiste alcun punto comune a due date rette giacenti in 
• un medesimo piano, qualunque retta normale ad una di esse e giacente nel comnn 
Sonerà Dir XI.. Serie 3*, Tono XV. Hi 


J 
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• piano cari perpendicolare acche all'altra ». [Lo dee rette che con «incontrano siano 
p. es. r,<; e nel loro piano sia data una tona retta p normale ad r. Stilla p 
esiste por corto un ponto — e sia p. es. A. — straniero ad ambo lo rette r,t; poi 
che lineila è diversa da ognuna di questo (P 5 § 2) « però non la incontra più duna 
volta. Dunque i simmetrici del punto A rispetto alle rette r,t sono divetsi da A 
(P49§1): sicehò — poeto A' ss A/r , A" = A/» — bisognerà che la rotta ÀA' 
coincida con p (P 7 § 2) e che la AA" sia nonnaie ad a (P 54 § I, P 5 § 2) : cioè 
la r perpondieolare alla coppia (A , A 1 ) nel suo punto medio, e così la s alla coppia 
(A', A"). Or, se le rette AA' c AA" non coincidesser fra loro, esisterebbe nel piano 
A r qualche punto equidistante da ognuno dogli A . A' , A" (P 12 § 4) o p. tona, comune 
alle rette r ,t (P 11, 15 § 2): contro l'Ipls.] — E di qui — presenti le P 10 § 1 
e P 45 § 2 — sarà manifesto che: 

P 2 — Tr. • Due rette, le quali sian complanari ma non concorrenti, sono 

• sempre simmetriche l'nna dell'altra per equinversione: centro di simmetria il punto 

• medio Ora i piedi d'ogni qualunque perpendicolare comune ». 

P 3 — Tr. • E, vicerena, due rette simmetriche l'un» dell’altra risp.» ad un 

• punto (e perciò complanari) non si potranno incontrare, se non coincidono ». [In 
questa Ipts. il centro di simmetria sari escluso da ognuna delle due rette (P 43 § 1); 
per la qual cosa, se queste avessero no punto a comune, s' incontxerebber di nuovo 
nel punto simmetrico: ondo arnbber duo punti a comune l'un l’altro distinti (P45 
§1): contro P19§1J 

P 4 — Df. • ' Parallela a una retta data ' significa “ retta che non incontra 

• la data, pur giacendo con essa in un piano". In altri termini: son ‘parallelo 

• fra loro ' due rette, allor che giacciono sopra un medesimo piano senta incontrami; 

• non parallele quando s'incontrano (potendo anche coincidere), ovvero non giaeclono 

• sopra un medesimo piano. (Dov'ò già sottinteso il giudìzio che " se una retta ò 

• parallele ad un'altra, questa è, alla sua volta, parallela alla prima "). E — grazio 

• allo P2, 3 — potremmo anche dira: Parallela a una rotta data significa " rotta 

• simmetrica alla data rispetto ad un punto che non lo appartiene " ». — Sarà 
manifesto eziandio (P 45 § 3), ohe • ogni qualvolta duo retto non parallele fra loro, 
ciascuna di esse è obbligata a giacer tutta quanta da una modesima banda 
dell'altra ». 

P 5 — Tr. • So due rette son parallele fra loro, comunque si scelga un punto 

• sult ana e un punto sull'altra, saranno sempre simmetriche l'ima dell'altra rispetto 

• al centro d'unu tal coppia di punti ». [Invero — detti B,S i due punti — l’e- 
qninversiono rispetto ni ponto R|S, in quanto rispecchili su sò medesima la perpen- 
dicolare tinta da questo punto allo due parallele r , t (P 1, 4, eco.), e scambia E , S 
fra loro, dovrà permutare eziandio le r , s (P 6, 9, 1 1, 45 § 2).] 

P3 — Tr. « Essendo dati una rotta e un punto fuori di essa, por questo punto 

• passerà sempre una retta parallela alla data: ma due rette, che ognuna sia paral- 

• tela alla data, non posso n concorrere senza coincidere ». [Sopra la retta data — 
sia p. es. r — tolgasi un punto A a piacere: il punto dato sia p. es. B. L'equin- 
vorsione rispetto al punto A|B fa corrispondore ad r una certa retta s, che ò paral- 
lela ad r (P 3, 4) e passa por B. Nò può dami che nn'altra retta diversa da quella. 
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ma concorrente in B, sia parallela ad r: perchè, rispetto a quel punto A|B(PS), 
una sola è la retta simmetrica della retta data.] — Ne Tiene che: 

P " — Tr. • Se due rette son parallele fra loro, qualunque rotta che ne tagli 

• una, e giaccia nel comuu piane, dorrà tagliare anche l'altra •. 

P 8 — Tr. . E se due parallele r , t siano tagliate da un'nltra coppia di pa- 

• rallele u . v, il punto medio fra i ponti dorè le u,v ne incontrano ordinatamente 

• le r,j, coinciderà eoi ponto medio Tra le intersezioni di u,v con s,r-. — 
Insamma : • Le diagonali d'un parallelogrammo ai tagliano scambievolmente per 
moti ; onde i lati o gli angoli opposti saranno congrui fra loro e simmetrici • . 
Eccl., lib. 1”, prp. XXXIV. 

P 9 — Tr. • I segmenti che uniscono dalle medesime parti gli estremi di eeg- 

• menti congrui e paralleli fra loro, sono aneh'essi oongrui e paralleli •. Kccl., lib. 1» 
prp. XXXIII. — 0, in altri termini: • Se — essendo gli A , B , C , D punti al tutto 

• diversi fra loro — i segmenti |AC| e |BD| siano congrni l'un l'altro, e di più pa- 

• rollali e (salvo A e B) giacenti dalla stessa banda di AB; cosi anche |CD; sarà 

• congruo o parallelo ad |AB| •. [Poi che le rette AC e BD son parallele ira loro 
in Ipts., e C è fuor della AB (P 45 § 8), la retta che passa da questo punto ed è 
parallela ad AB taglierà BD in nn punto (P 4) — sin p. es. E — che dee giacere su 
|BD (P 48-45 §3); inoltre la coppia (B , E) sarà congruente ad (A,C) (P8) e p. 
e. (B , E) ^ (B , D) (P 32 § 4). Ma da ciò si deduce che E =» D , come notammo 
altre volte. Eoe., eoe.] 

P 10 Tr. «Se si prolunga nn lato di qualsivoglia triangolo, l'angolo esterno» 
■ ugnale alla somma dei due interni opposti. Ved. P 34 § 4 .. Eocl.. lib. 1*. prp. 
XXXII. — In altri termini:"' Essendo A . B . C tre punti non collineari e D un punto 
noll’ombra di B da A (B eccettuato); l'ingolo B . CD eqnivale alla somma degli 
angoli À.BC e C . AB. Vod. P29§3 o P84 §5 ". [Posto MsB|C.E = A/M, 
l'oquinvcrslone rispetto ad M converte l'uno noll’nltro i due raggi |CA e |BE, come puro i 
dueraggi|CBe,BC, i segmenti |AB| od |EC|, o p. eons. anebo gli angoli C.AB e B.EC 
(P 47 § 3, eco.) Al modo stesso— in virtù dello simmetrie rispetto ai punti AB e B (P 36, 
38 1 4) — saranno congrui fra loro anche gli angoli À.BC e B . AP (P 5). B . AF 
e B . DE: F essendo un punto arbitrario deU’ombra di B da E, pur che diverso da 
B. Dunque congrui fra loro anche gli angoli À.BC e B . DB. D'altra parto la retta 
BE , passando fra i punti A e D senza incontrar la CA (P 3), dorrà passar fra C 
o D (P 13 § 3); e però questi punti C e D giaceranno da bande opposte rispetto a 
BE; mentre ambo i punti D od K sono immersi nell'ombra, ohe BC proietta da A 
(P 38, 89 § 3). Onde basta appellarsi a P 34 § 5} 

P 11 — Tr. . Due retto normali a un raodesimo piano son parallele fra loro. 

• se non coincidono. E se due rette son parallelo fra loro, qualunque piano perpen- 
dicolare ad una di esso ò normale anche all'altra». Etici.., lib. 11°, prp. VI e 
VIIL [1) Se il piano incontra quelle duo rette nei punti R,S. la simmetria rispetto 
al ponto R|S converte in sè stesso il piano, e scambia lo due perpendicolari fra loro 
(P 46 § 1. P 33, 45 § 2). — 2) Se un piano t» ò normale ad ima d<dle due rette 
r , s parallele fra loro — p. es. normale alla t nel punte S — allora il piano rt 
taglia it lungo ima retta RS , che incontra r in un certe punto R (P 37 § 2, P 4, 7): 
e l'equiuversione rispetto al punto R|S permuta r con s (P 6) tenendo fermo ri. Eco.] 
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P 12 — Tr. • Dne ratte parallele ad una medesima retta» che non siano eoo 

• questa nel medesimo piano, sono altresì parallele fra loro*. Kcci.., lib. 11‘, prp. IX. 
[Perché un piano perpendicolare ad una qualunque di esse (P 85 § 3) è nonnalo a 
ciascuna (P 11)]. 

P 13 — Tr. • Dne piani diversi perpendicolari si l'uno che l'altro a una mede- 

• sima retta non si potranno incontrare. E se, viceversa, dne piani non hanno alcun 

• punto a comune, qualunque retta perpendicolare ad imo di essi è normale anche 
« all’altro •. Cfr. PI. — [La prima parte è conseguenza immediata delle P9, 85 
§2; « il resto si prova come PI, richiamandosi principalmente a P 88 § 2 e 

P 12 84} 

P 14 — TV. • Per dne piani diversi, il non avere alcun punto a comune, o 

• Tesser simmetrici l'uno dell'altro rispetto ad un punto, son condizioni equivalenti •. 
Cfr. P2, 3. 

P 15 — Df. • Dne piani son da chiamar 'paralleli fra loro ' quando non 
. hanno alcun punto a comune: ovver, che è lo stesso (P 14), quando l'uno 4 sim- 

• metrico alTaltro rispetto a qualche punto esterno ». Cfr. P 4. — K però ciascuno 
di essi è obbligato a giacer tutto quanto da una medesima banda deU'altro (P 4U § 3). 

P 16 — Tr. • Ogni qualvolta due piani non paralleli fra loro, e siaoo presi a 

• piacere un punto aaU'uao e un punto suH'altro piano, il centro di questa coppia 

• di punti sari! un centro di simmetria per quei piani ». Cfr. P 5. 

P 17 — Tr. » Esiste sempre un piano che passa da un ponto dato ed 4 parnl- 

• lelo ad un piano dato, cni non appartenga il punto. Ma due piani, paralleli «1 

• l’uno che l'altro a un medesimo piano, son paralleli fra loro o coincidono». 
Cfr. P 6. 

P 18 — 7V\ • Se dne piani son paralleli Ira loro, qualunque piano che tagli 

• uno di essi, taglieri l'altro ancora, e le intersezioni saranno rette parallele. E ai* 

• utilmente ogni rotta, la quale attraversi uà de' piani, deve incontrare anche l'altro ». 
Cfr. P 7. Eocl.. lib. Il*, prp. XVI. 

P 19 — Tr. «Se due rotto ebe s'incontrano sono parallele a due altre rette 

• ebe Rincontrano, anche il piano che passa per le prime sari parallelo al piano delle 

• altre, se peri non coincido con questo ». Eocl., lib. 11°. prp. XV. [Dette r.r lo 
une ed r' ,R le altre, la simmetria rispetto al punto medio fra i punti r.r ed r’.R 
permuta r con r' ed r con R (P 5), dunque anche il piano re col piano rV} 

P 20 — Df. • Una retta è “ parallela 3d un piano — e un piano è * paral- 

• lolo n una rotta ' — allorché nessun punto è comune alla retta ed al piano ». Cfr. 
P 4, 15. — Dunque una retta sari parallela ad un piano, se è parallela a qualche 
retta di questo piano, senza giacere essa stessa nel piano. Kem, eoe. 

P 21 — Tr. «Le rette che passa da un ponto dato e son parallele a un 

• medesimo piano sono tutto dulia stessa banda di questo, e giaecion tutte in un 

• piano ». 

P22 — Tr. • Premesso che A.B.C siano punti non collineari e cosi A'.B’.C; 

• se arrìen che le rette AB , BC . CA sisn parallele ordinatameute alle rette A'B' , 

• BC . CA' , tutte e tre le congiungenti AA' .BIT e CC concorreranno in un punto, 

• o saranno parallele fra loro ». [L'Ipta. esclude che possan coincidere i ponti A ed 
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A', oTvero B e B', o C e C : ed implica inoltro, cho quello tre congiungenli siano 
diverse fra loro (P 19 § 1. P -1). Ora poniamo anzitutto che i piani ABC o A'B'C' 
non coincidano. Poi cho lo retto AÀ’ o BB' giacciono insieme sul piano dello paral- 
lelo AB s A'B\ si toglieranno in un punto, o saranno parallelo fra loro (P 2, 4). Ma 
nell'un caso la CC essendo in un piaao con AA' e in un piano con BB'. e non 
potendo tagliar queste ritto in punti divorai, ni incontrare una sola di esso (P 35. 
3tì § 1, P 4 occ.), bisognerà cho lo incontri ambedue nel loro punto comune : e. nel- 
l'altro caso, questa medesima argomentartene prova che la CC non incontra nessuna 
delle AA' e BB'. — Di poi supporremo che i punti A . B , C , A' . B' , C siano tutti 
in un piano: e qui pur si distinguou duo cash In primo luogo lo retto AA' e BB' 
potranno tagliarsi in un ponto: e sia p. ee. 0. Poori del commi piano ABC tolgasi 
allora un punto S a piacere (P 1(3 §2); e sullo SA.SB due pnnti A" c ir diversi 

l'un l'altro o tali, cho la lor congiungente sia parallela ad AB (P 41. 42 § 1 : P 4, 8): 

le parallele tinto da questi punti allo ratto AC o BC si taglieranno in un punto 
(P 17. 21, 12) — sia p. es. C" — che deo giacer sulla retta SO, per ciò che abbiam 
detto innanzi. Por la stessa ragione anche le rette A’A".BB" e CC' concorre- 
ranno in un certo punto T (diverso da S), se por altro nonsian tutto e tre parallelo 
fra loro: ondo la retta ST nell’un caso — o quella che passa dal punto S. ed è 
parallela alla A'A 1 ' Dollaltao — sarà comune ni tre piani AA’A" . BB'B” , CCC". e 
passerà per 0, poi che vi passano i piani AA'A" e BB’B'’. Dunque 0 è comune ai 
due piani ABC e CCC". e p. con», appartiene alla retta CC - . Betta ebo U AA' o 

BB' siau parallele fra loro. In questa ipta. o fuori del eomun plano ti scelgano i 

punti A" , B’’ e C" in maniera, che le due ratte AA" e BB" siau parallele fra loro, 
e le A"B" , B"C’' , C’A" alle AB , BC , CA rispettivamente: onde, per dimostrato, anche 
CC" sarà parallela ad AA" ; o cosi parallele fra loro le rette A'A" . B’B" e CC", 
dal momento che son paralleli 1 due piani AA'A" e BB'B" (P 19), sicché le A'A" e 
B'B" non si potranno incontrare. Duuque saranno eziandio paralleli i due piani 
AA'A" e CC'C" (P 19), o parallele per cons. lo tracce di questi piani sul piano 
ABC (P 18), che son le retto AA' e OC'.] 

P 23 — 7V. . K, reciprocamente, qualunque volta succede che tutte c tre le 
. AA' , BB' e CC concorrano in un un medesimo punto, oppur siau tutto e tre pa- 
. rallele fra loro; se inoltre le AB , BC saranno parallele alle ATI' e B'C, bisognerà 
. «he lo rimanenti AC od A'C' siano aneb'esse parallele fra loro-, 

p 24 . Tr. . In qualsivoglia triangolo, la retta che unisce i ponti medi di 

. duo lati, è parallela al terzo lato ». Ovvero: “ Se A. B.C sono punti non colli- 
. neari, la congiungente i punti A B e BjC sarà parallela alla retta CA •. [Posto 
M os A|B , N : U C , D : C/M . E — M/N ; le retto BC , CE , KB sono ordinatamente 
parallele Bile DA , AM . MD (P 4): e poi che Inoltro la retta AC è parallela alla retta 
BD, «ranno ambedue parallele alla retta ME. grazie a (Jj ’j?’ ^ — 

Di qui e dalle F22. 8 a! deduce ad es. che: 

P25 — Tr. • Do tre mediane di qualsivoglia triangolo coaeorron sempre in 
. un punto •. 

P 26 — Tr. • Se un punto C , diverso dai punti A e B , dista dal punto medio 
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• di A o B quanto A, le rette AC e BC saranno perpendicolari fra loro •. Ossia: 
“ L'angolo inscritto nel semicerchio è retto». Eocl., lib. 3*. prp. XXXI . 
[Per Ipts. i punti A , B , C non collimano (P 8. 43. 44 § 1, eco.); e la retta cbe unisco 
il punto A]B col punto A|C, sari perpendicolare alla retto CA (P 3-5 § 2) « paral- 
lela alla retto BC (P24); ondo basto appellarsi alle P 1, 4]. 

P 27 — Tr. • E viceversa ogni punto L, per cui le rette LA , LB siano in po- 

• sirione ortogonale (sempre che i punti A , B , L non collimino) giacerà ralla polo- 

• sfera di A e B. Vod. 1*4 §3 

P 28 — Df. * Qualunque rolla 0 . A , A' sian punti collineari e al tutto dieersi 

• fra loro, si chiamerà “ omotetia di A in A', rispetto ad 0 come centro " — 

• o. più brevemente, jo£ | — la corrispondenza definito mercè le seguenti operaiioni • : 

1) Al punto 0 si dia per ‘ imagine ' 0, e al punto A il punto A'. 2) Se B è un 
punto arbitrario, ma esterno alla retto OA, dicasi • omologo ' di B quel punto 
B'. doro la retto OB a' incontra con la parallela tirato dal punto A' alla congiun- 
gente A con B. 3) Se C è un punto diverso da 0 od A, ma appartenente ad OA; 
si osservi ansi tatto che il punto C, dove questo rotto s'iucontra con la parallela 
dal punto B’ alla retto BC . non dipende da B , ma si veramente dai punti 0 , A , 
A'.C, che bastano a determinarlo. Invero, so in luogo del punto B togliamo un 
punto D a piacere, ma fuor delle rette OA.OB, l’omologo dal punto D — sia p. 
os. D' — cadrà corno diami all' intersoiione di OD con A’D', parallela ad AD; o 
la retto B'D' nascivi parallela a BD, giusto ' V“.) p 23,epor ugual 

modo CD’ parallela a CD, graiie a ^‘®,)p 23. Nè diversamente accadrebbe se 
a far lo veci del punto B. o D, si togliesse un punto E qualsivoglia di OB 

che diverso da 0): poi cbe il fatto delle AD.AE parallele rispettivamente 
A’D' , A'E' involgerà nella stessa maniera che DE sin parallela a D B 1 ; o potè 
l’essere lo CD , DE parallele rispettivamente allo CD' . D B 1 nascerà elio la Bff i 
parallela ad BC. Il punto C', a cui fa capo ciascuna delle ooslrmioni qni men- 
tovate, è dunque subordinato univocamente a C: e noi lo tornirne ad ‘immagine’ 
o ‘corrispondente’ di C. — Emerge dalle costruzioni suddetto, che 1’ ‘ omotetia 
di A in A' rispetto ad 0’ è una ; trasformaxione univoca o reciproca dei 
punti in punti ’ (come le equinversioni, le rotazioni, eco.) : in quanto che ciascun 
punto F' è rimaglile di qualche punto P, o punti diversi hanno sempre diverso im- 
magini E la trasformazione inversa di nn’omototia qualsivoglia è di nuovo un’o- 
motetia : per es. di |o*| novera è precisamente jo*,j Ecc. 

P 2# — Tr. • Fermo stonti le Ipte. e le notazioni precedenti, l’omotetia |o* j 

• non ai distingue dalle omotetie jo*j e jo® j . Essa non ha ‘ ponti nniti dal 

• contro in fuori; ma rappresenta in sè »toss®j ogni retto e ogni piano che passi per 
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• questo punto. A qualsiasi retta o pieno, che non no contenga il centro, coordina 

• sempre una retta ed un piano, ehe ò paralleli a quell jj. Se il centro giace fra 

• i punti A ed A’, allora due punti omologhi quali che siano giacciono sempre da 

• bande opposte rispetto al centro : se coincido col punto medio di A o A', l'omotetia 

• |o*J si confonde con la simmetria rispetto ad 0. Eco. •. 

P 30 — Tr. «Qualsivoglia omotetia £ in pari tempo una similitudine. 

• Vod. P 1 §4 •. [Premessa ancora l'Ipts. di P28 in ordine ai punti 0. A . A' e 
posto per brevità © b |o* j ; basterà dimostrare, che so duo punti P o Q sono egual- 
mente distanti da un terrò, p. es. da A, e tutti e tre diversi fra loro, anche gli 
omologhi ©P , ©Q — vale a dire P* e Q' — disieranno egualmente da A’. In primo 
luogo suppongo i punti A , P , Q per diritto: onde A — » P|Q. Allora, presi a piacerò 
fuor della rotta PQ due punti simmetrici rispetto ad A — siano questi R . S — e 
posto R' = ©R,S'e 2©8, bisognerà che le retto P’R' o Q’S" sian parallelo fra loro, 
come son le PR o QS (P 4) ; poiché PR sarà parallela alla propria immagino P’R', 
seppur non coincide con questa (P 29), o cosi anche QS rispetto a Q'S\ Per egual 
modo saranno eriandio parallele fra loro le retto Q’R’ e P’S’. Dunque le retto P'Q’ 
ed R’S’, corrispondenti a PQ ed RS, si taglieranno scambievolmente nel punto medio 
fra i punti F e Q' (P8); e il loro punto comune sarà il punto A', dal momento 
che le PQ ed RS si tagliano in A. — Di poi, supposti non collineari A , P , Q. sia 
ir il piano polare alla coppia (P , Q) (P 38 § 2). Questo piano contiene por corto A 
(ivi), ed à in pari tempo normale alla retta P’Q’, parallela od eguale a PQ (P 18, 
15, 29): per la qual cosa anche il piano rr', che corrisponde a .t, dev’esser normale 
a P'Q'; visto che i piani ir ed Orv son paralleli fra loro o coincidono. D'altra parto 
il piano n' contiene, oltre A', anche il pnnto che corrispondo a P|Q; vale a dire — 
come si è già dimostrato — il pnnto P'jQ' : dunque la sfera F„> passo rii por Q' 
(P 88. § 2)J 

P 31 — Tr. • Due distinte similitudini, e non più di duo, son capaci di 

• trasformare una torna di pnnti non collineari A , B , C, tutto che dati ad arbitrio, 

• in tre pnnti non collineari A’ , V , C', dati questi in maniera che gli angoli 

• À’ . B’C e B' . CA' siano eongrni ordinatamente con gli angoli À.BC o 11. CA. 

• Ved. P itti $ 4 ». [Per Ipts. esiste un isome ria che ai Iati |ABed |AC di À . BC 
subordina i lati |A'B’ e lA'C di À’. B’C’ (P44 §4); quindi fa corrispondere A' ad 
A (P 41 § 4), e rispecchia B e C in duo piati B, o C, , che spettano ai raggi 
|A'B' o |A'C, ma son diversi da A': sia per es. 3. Ora gli angoli B' . A'C o ft| . A'Ci 
sono congrui fra loro (P 87 § 4) : per la qual cosa — supposto il pnnto B, diverso 
dal punto F — lo rotto B'C o B,C, non si potranno incontrare (P 19 §5). Dunque 
l'omotetU js'® • — ohe s'indica por con © — rappresenta ordinatamente gli A' . B, . C, 
con gli A' , B / C (P 4, 6, 28). Dunque il prodotto delle similitudini 3 od © (P 36 
§ 4, P 80) è una similitudine (P 2 § 4), ehe trasforma A , B , C rispettiv.* in A' , B , C. 
— Appresso — posto por brevità £ = ©3, o chiamando S ed 8 gli specchiamenti 
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nei piasi ABC e À'B'C' — sin per. e». 0lù> uni similitudine, che ni pari della pre- 
cedente £ suberdini i punti A'.B'.C' ai punti A,B,C. Dunque la similitudine 
£9fo (P 2 § 4) terrà fermo ciascun* dei punti non collineari A , B . C ; e por con- 
seguenza £SK» — 1, oppure S (P 23 § 4) : «he è quanto dire £)&>«=£, oppure 

SKe«=£e". Si concludo, ohe ogni qualunque similitudine capace di rappresentare 
A , B , C con A' , B‘ , C' si confonde di necessiti con £, o con if. D’altra parte 
anche la similitudine £*)&>£, in quanto non altera i punti A'.B'.C, ai confondo 
con S, o con la trasformazione identica: ondo iS — £ì. Pertanto le due simili- 
tudini capaci eco., eoe., saranno la proccdontc 03 e quella che nasce, ore alia 
stessa OS si faccia preceder lo spocebiamento nel piano ABC, o seguire io spec- 
chiamento nel piano À'B'C. — Abbiamo, i vero, supposto B, ~ = IV ; ma il Tr. 
sussiste ancorché questi punti coincidano: essendo allora ‘3tù> => 3 , orrero Cito = 
= W-=/f]. Osservate che, se A = A' = B|B’ = C|C, arremo appunto ®Rs> = 3, 
ovTsro 0 K» =S"3: dove 3 può togliersi eguale ad /A. In questo caso le due simi- 
litudini sono l'equinversioDe rispetto ad A, e il semigiro intorno alla retta perpen- 
dicolare in A al piano ABC (come ognun può vedere). — La prps. seguente ba 
officio di Lemma rispetto al Tr. «he viene appresso. 

P 82 — Tr. • Oli angoli alla baso di un triangolo rettangolo e isoscele 

• sono congrui con gli angoli alla base di qualsivoglia triangolo rettangolo e isoscele 
0, sotto oltre forma: . Se, essendo ® J * ' £ { tre punti bob collineari, la rotto “’jj 
sia normale alla retto j . mentre il punto * j disto da “ | quanto * j ; si dimostra, 

che gli angoli B.AC.È.DF sono congrui fra loro». [Presi i punti M =3 BjC , 
KsE;F,Ps A;M,Q«z»D/N, le rette BP.EQ n'osciranno parallele alle rette 
AC e DF (P 4) e perpendicolari allo AB, DE (PI, 3); inoltre BC sarà perpendico- 
lare ad AM (Pó §2): premesso che il ponto M è diverso da A. o i punti P e Q 
son diversi dn B ed E. Per «erto esisto un'isomeria che traduce E in B, il raggio 
E vorso D sul raggio B verso A e il semipieno ED vorso F sul semipiano BA 
verso C (P 39 § 4): dunque il raggio |EQ sul raggio |BP — a motivo di P 11 § 2. 
P 3, 39 § 4, c visto che i punti P e Q giaceranno negli angoli À . BC e D . EP. o 
per cons. nei semipieni |(AB)C o j(DE)F (P -17, 49 § 3) - « i punii D e Q in duo 
punti D’ e Q’ egualmente distanti da B, sui raggi |BA o |BP. Ora, per simmetria 
rispetto alla retta BC ai scambian fra loro A o P, come pure jBA e |BP, mentre 
la sfera D', « coaverto in sé stessa (PSO § 1): onde il punto Q’, dovo questa é ta- 
gliato dal raggio |BP (P 37 § 3), sarà il punto che corrisponde a D r . Ne viene ebe 
il punto D'jQ' — ossia 1‘ immagino del punto N in virtù doli' isomeria precedente 
— appartiene al raggio |BC (P54 §1, ecc.): o ebo pertanto quell' isomeria porto il 
raggio |EF sul raggio |BC e l' angolo È . DF a coincider coll'angolo B . AC (P 48 § 8).] 

P33 — Tr. * Qualsivoglia similitudine, se già non ò isomeria, sarà equi- 
valente al prodotto di un'isomeria preceduta o (corno più aggrada) seguita da 

• un'omotetia*, povero, dato una similitudine Slfc ad arbitrio, e prosi i punti 
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dod collineari A , B , C sotto condiziono cbc AC eia perpendicolare ad AB e C disti 
da A quanto B , com' 4 sempre possibile (P 26 § 1, P 14, 20 § 2); questi punti saranno 
da dito convertiti in A' , B" , C eziandio non collineari, per modo che A'CT X A'B' o 
C t B'.< (P 1, 3 § 4): la qual cosa fari che gli angoli B . AC . B\ A’C siano congroi 
fra loro (P 32). Analogamente C . AB ^ 0' . A'B’. Ma di qui si deduco, graaie a P 31 
e supposto che la figura (A,B,0) non sia congruente ad (A', B’, C): 

£tù> = O , oppure = €>3S, 

lo © , 3 , S avendo il medesimo significato che in P 31 ; laddove, se (A , B , C) ac 
nc(A\B\C , ) ) si deduce: 

oppure 91Is> = <W; 

cosicché, so la data similitudine ©fa non ì isomeria, sari certamente il prodotto di 
un'isomeria susseguita da un'omotetia (P 37. 38 § 4). D'altra parte il prodotto 
~3Q3 ha i caratteri dell'omotetia (P 28) cerne ognun pai vedere; anzi eguaglia prò- 
osamente , se B" denoti il punto 3B’ : e il simile potrebbe dirsi di (3f)03£. 

Perciò, dopo aTer posto ©, e=Ì£> 3, onde 3€, — €3 , sarà vero altresi che equi- 
vale al prodotto di un'isomeria preceduta da un'omotetia; se per altro non si con- 
fonde con 3 o con 9S. Eoe. — Osservate che l'isomeria non esclude la trasforma- 
sione identica (P 87 § 4)]. 

P 84 — Tr. .Da similitudine 4 trasformazione ortomorfa: ossia converte qua- 

• lunque angolo dato In un altro, ebeì congrue nto al primo [Basta per quanto 
precede (P 36 § 4 o P33) accertare, che il fatto è vero nell'omotetia. Si osservi 
che l'omotetia coordina aernpro a qualunque raggio o segmento un raggio o un 
segmento, e a eiascun angolo piano convesso un angolo piano convesso (P 30, eco.). 
Ora so p. 08 | ABC! e |A'B'C| siano triangoli omotetici, i duo raggi corrispondenti |AB 
ed [A'B' — e nel modo si«*>o anche i raggi |AC od |A'C' — oltre che paralleli fra loro 
(P 28), saranno da una stessa banda o da bande opposte della congiungente AA’ (a 
parto il caso, che A’ ed A si confondano), secondo cho duo punti omologhi quali che 
siano, pur cho diversi l'un l'altro — p. es. gli A ed A’ — giaceranno dalla stessa banda 
o da bando opposto del centro d'omotetia (P 38, 40 §8; P 29). Ne viene che questi 
raggi {e p. con8. anche gli angoli À . BC e A’ . B'C) , son simmetrici l'uno dell'altro 
rispetto al punto A|A'; oppur I nno e l’altro simmetrici d'uno stesso angolo, rispetto 
ai ponti A ed A[A': o però sempre congroi fra loro. Ecc.J 

P 35 — DI'. • Ogniqualvolta A o A’ aian punti, pur che diversi fra loro, il 

• nome di " tratlatio*$ (od tqnipoUtnta) di A in A' " — simboleggiato 

• talvolta in |* | — 4 por significare la corrispondenza definita mercè le condizioni 

• che seguono ». 1) Al punto A sì dia per immagine A'; e, so B ò nn punto arbi- 
trario fnor della retta ohe unisce A con A’, dicasi ‘omologo’ o ‘traefor- 
mato ' di B quel punto B*. dove la parallela a codesta retta da B s'incontra con 
la parallela da A' alla congiuogente A con B (P 6, 7). 2) B se 0 4 un punto, che 
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stia nella retta AA' senta coincider con A; risto che dalla P 28 — moreà lo stesso 
ragionamento, par non ha goari allegato a P 28 — risulta che il punto (?, dove 
questa retta s’incontra con la parallela tirata dal punto B' alla retta BC, non di- 
pende da B, ma si veramente dagli A,A‘,C: in maniera che, tolto invece di B 
un qualsiasi punto D fuor dalle retto AA' e BB', o un qualsiasi punto E sopra la 
BB\ risulterà sempre D'C parallela a DC, ed E'Cr parallela ad EC: allora un tal punto 
C si dia per omologo a C . — Emergo dalle cestrutioni suddette, che ciascun punto 
P” (tutto che dato ad arbitrio) è l’immagine di un qnalche punto P ; ma, linohè i punti 
P e Q aon diversi, per nessun modo coincideranno le imagini V e Q': insomma la 
‘ traslaziono di A in A" è una 'trasformazione invertibile dei ponti 
in punti ’ (come lo omotetie) ed ha per inversa la * traslazione di A' in A ’. 
Eco. {'). 

P88 — TV. «Ferme stanti le Ipts. e le notazioni di P35; la traslazione 
. j*'j non si distingue dalle traslazioni jjj'j e |®j. Essa non ha punti uniti, ma 
. rappresenta in sè stessa ogni retta cno sia la AA’ o parallela ad AA'; e in sè 

. stesso ogni piano che passi per AA', o sia parallelo a questa retta. Ad una retta, 

. che non ma la AA’ né parallela ad AA’, coordina sempre una retta parallela alla 
. primn; c cosi ad ogni piano, eho non contenga la AA’, ni sia parallelo a questa 

• retta, fi» corrispondere un piane parallelo a quello. Ree. •. Cfr. P 29. 

P 37 — TV. « E, dato un punto A” diverso dagli A , A', la risultante o predetto 

• delle traslazioni j* J e j*, j è una nuora traslazione |* j indipendente dall’ordine 

• dei due fiatiori • . 

p 88 — Tr. .Qualsivoglia traslazione è in pari tempo un’isomeria.. Cfr. 
P 80. [Che • traslazione * involga * similitudine ‘ (in quanto lo rette omologhe eon 
parallele fra loro o coincidono) è già stabilito implicitamente nel raziocinio, da cui 

ritolta P 30. Allora — graiie a P 85. 36 § 4 — basta notar questo fatto : coppie 

di punti omologhe per traslazione, le quali non sian por diritto, son sempre congruo 
fra loro: che è conseguenza immediata di P23,8.] 

P 39 — Tr. . Sempre che gli A . A’ sian punti distinti, la traslazione di A in 

• A’ sostituisco ad A' il punto simmetrico di A rispetto al medesimo A'.. Cfr. 
P 27 § 4. [Invero — posto A” A/ A' — la traslazione di A in A' dovrà conver- 
tirò la coppia (A, A*) nelU (A', A"), oppur nella ( A'. A); dal momento che j*'j 
4 un'Uomo ria (P 38) por la quale AA’ à tautologa (P 36), e che su questa rotta 
i punti A" ed A , ed essi soltanto, distan da A' quanto A. Ma se A 1 fosse restituito 
in A. la traslazione convertirebbe in sà stesso il punto A|A' (P 8, 36 § 4); contro 
P 36]. 


(I) A quota dfii. dolt’equipoUoBia ri petti liberamente a<--.titair« (con quatti» vantaggi*, al- 
ma* per Miti riapriti) l'altra pii «empiita : " Inalazione di A in A' ” = " prodotto dtUVqainrer- 
■doso riletto ad A per roqoinvcrriouo nipoti* al pouto modi» di (A , A") " ; fondo lo proprietà 
logoriate io Ptó-39 conteguirinno dal pari, mitravano i priaelpl dot peralleHenio. 
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P 40 — Df. • • essendo no» sfera arbitraria non condensata in nn punto, ed 
«0 il centro di quella; per ciascun ponto A, sol che dirorso da 0, conducasi In 

• retta AO, quindi s’innalzi dal punto 0 una retta perpendicolare ad AO (P 15 § 1, 

• P 14 § 2); e sia P un de punti, ore questa retta s'incontra con quella sfera 

• (P 20 § 2). Si può coordinare ad A quel punto — sia p. ee. A’ — dorè la retta 

• AO s'incontra con la normale elevata in P alla cooginngente A con P nel piano 

• APO (P 9 § 2, P 1, eec.) : visto cbe un tal punto A’ è individuato per mezzo di A 

• od », ossia non dipende da P. [Invero, qualunque altro semidiametro |0Q| della 
« sfora, pur cbe normale ad AO, si può sovrapporre ad |0P| mercé d'una rotaziono 

• intorno ad AO. che traduco le rette QA , QA' rispettivamente in PA . PA’ (PII, 
«28, 27 §2)]. Nasce in nne-sta maniera una certa trasformazione reciproca o 

• involti tori* dei punti diversi da 0 in punti diversi da 0, cui spetta il nomo 

• di ' antiiHvertion* rispetto ad »'; 0 è il • centro ' dell' antlnveraione, « ne ò 

• la 'sfera fondamentale' •. — Il prodotto di codesta trasformazione per l'equ in- 
versione /O è la cosi detta ' invertitine (positiva) rispetto ad « onde 1'' in- 
verso' di A rispetto ad » è precisamente il simmetrico del punto A' rispetto 
ad 0. E i piani perpendicolari alla retta AO nei punti inverso e antinvorso di A 
saranno it piano polari e l’ antipolare di A rispetto ad ». Eco. — Emerge ipso 
facto dalla costruzione suddetta, cbe: • Per mezzo di un' antinvoraione arbitraria, 
qualunque retta o piano dio ne contenga il contro si rappresenta punto per punto 
in si stess^ (fatta astrazione dal contro, che non ha immagine alcuna); e cosi anche 
la sfera fondamentale, di cui sono omologhi i punti diametralmente opposti : mentre 
ogni cerchio o sfera, il cui centro è lo stesso centro d' antinversione, avrò per im- 
magine un cerchio o una sfera, eziandio centrati in quel punto. Ecc. * . 

P41 — Tr. • Dati » ed 0 come sopra; a qualsiasi piano, o retta, non eon- 

• teuente 0. sta di fronte, come figure antinverea, una sfera od un cerchio, che 
. passa sempre per 0 (ma da cni questo punto si dove intendere escluso) : e reci- 

• procamonte. E qualunque cerchio o sfera in cni giaeoiau due ponti omologhi, sarò 

• tignra antlnvors» di sè medesima *. [Sian per es. rj un piano arbitrario che non 
contórno 0; E il piede della normale abbassata da questo punto a quel piano; A 
un punto dato a piacerò in ij, pur che diverso da E, Si oostroiscan gli omologhi 
K' od A’ dei punti E ed A mercè il semidiametro OP della sfera fondamentale 
(P 40), supposti normale ad ambo le retto OE.OA (P 18, 28 §2): onde E’E-LAE 
(P 18 § 2). AE _L PE (P 58, 54, 18 § 2), PK _L PI? ; e per cons. PK' JL PAE (P 25 
§2). Dunque PE'_LPA: sicché il piano perpendicolare in P alla retta PA passerò 
sempre da E’ (P35 §2) qualunque sia il punto A (pur che giacente in t/). Ma pn 
tal piano deve tagliare nel punto A", nutinvorso di A, la eongiungente A eou 0 (P 35 
§ 2 e P 40): dunque A' è comune n due rette uscenti rispettivamente da 0 ed E' e di più 
perpendicolari fra loro; atteso che il piano OPA, normale ai dne piani OAE . PA'E' 
(in quanto OP è normale ad ambo le rette OA ,0E, e cori PA alle rette PA’ e PE’) 
sarò eziandio perpendicolare alla comune intersezione di questi (P 55 § 2), che è 
precisamente la A'K’ — d onde A'E'J_0A. Dunque il luogo di A’, ossia la figura 
annoverai del piano rj, non è altro elio la pelosfera dei ponti 0,1? (P27). 
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Dimostri il Lettore che, viceversa, ogni sfera passante per 0 si dee trasformare in 
un piano. Pertanto qualunque retta r, ohe non contenga 0, ha per immagine un 
oorchio. il quale contiene 0; cioè l' intersezione del piano tautologo Or (P 40) oon 
una sfera »/ corrispondente ad un piano >; ohe passi per r (P 3 §3, eco,): o recipro- 
camente. — Ora ai osservi, che i tre punti P , A , A' equidistano dal punto medio 
di A , A' (P27) e però la normale innalzata per A’ A' al piano PAA' — la quale 
è obbligata a giacere sul piano OAE (P 34, 51 § 2) — sari il luogo doi centri di 
tutte le sfere, che passan per quei tre ponti (P 38, 37, 62, 54, 55 § 2). D'altra parte 
una sfera sì fatta deve tagliar ciascun piano, il quale contenga OP, lungo un cerchio 
autosimmetrico rispetto al piano OAE (P32, 56 § 2); dunque avente su questo piano 
il centro e due punti diametralmente opposti (P31. 21 §2, eco.), che saranno per 
conseguenza l'uno antinverso dell'altro (P26, 40). Me viene ohe un cerchio di 
quosto piano OAE, sol ebo passi por ambo i punti A, A', sarà nocossariamente 
antinverso di eè medesimo; in quanto vi sarà sempre una sfera olio 1» contenga, 
passando inoltre per P. (Si lascia al Lettor di provaro, ohe por un cerchio ed un 
punto esterno al suo piano — come per due cerchi segantini in punti diversi, senza 
giacere in un medesimo piano — passa sempre una sfera determinata ed uniea). 
Dunque l' antinversione dee conrertire in sé stesso ogni cerchio — e quindi anche 
ogni sfora — che passi per dne punti omologhi, quali che siano.] — In questa e 
nella seguente proposizione si stabiliscono sommariamente le proprietà cardinali del- 
l'antinversìone piana c solida — quindi anche i fatti dell' inversione positiva (P 40) 
e. se vogliamo, anche quelli che si riferiscono a polarità ed antipolarità 
rispetto a cerchi o /fere — per via di semplici considerazioni stereometrìcho; e senza 
ricorrere (come i più fanno) alla dottrina dello proporzioni o doi triangoli 
simili, o dell' equivalenza (*). 

P42 — TV. • E a qualunque cerchio o sfera, che non contenga 0, l'antinver- 
• sione rispetto ad « coordina sempre un cerchio, o nna sfera ». [Ritenendo leipts. 
e le notazioni precedenti, qualunque cerchio e del piano tj sarà trasformato nel 
cerchio comune alla sfera q' e alla sfera che, oltre a passare per c. contiene il punto 
antinverso d'nn ponto arbitrario di e (PI §3, P41, eoe.). — DI poi, se f è una 
sfera, la quale non paasi per 0; e siano A e B due punti scelti a piacer su di essa, 
non però allineati con 0; indi tei siano le sezioni prodotte in f da dne piani (l'un 
l' altro distinti), ciascuno dei quali contenga ambo i punti A c B senza passare per 
0: allora i due cerchi d e d\ elio corrispondono a quelli (P41), si taglieranno 
nei punti A' o B\ giacendo per conseguenza in una medesima sfera c’<f. Questa sarà 
la figura antiarersa di f . Invero, se X è un punto arbitrario di { ebe non appar- 
tenga a e , nè a d, nè ad OA; oiascuu piano ij. il qnalo contenga ambo i punti A 
ed X, senza passare per 0, nè per B, nè per alouna delle dne rette tangenti in A 
i due cerchi e e d (P 40 § 1, P 8, 14 § 2) — piano, che fuor di dubbio esisto, come 
il Lettor può vedere — taglierà necessariamente gli stessi cerchi in due nuovi punti 
T e Z, diversi l'uno dall'altro e da X (P 10, 11 § 2, eco.) e la sfera dsta f in un 

(') Un» • teoria geometrica deirinvereiooe ' «ha non «i appella ai a proporzioni, ai ad equi- 
valenza, ft i già proposta da G. Latrali; ael Periodi» di Matem., r. IX, (a 1000). 
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cerchio X Vi (P 3 § 3), mi quale giacciono i ponti A , X , Y , Z , al tutto direni fra 
loro. Ma gii ai sa che a un tal cerchio dee corrispondere nn cerchio X'Y'Z'; il quale, 
incontrando la sfera c'rf in tre punti diversi A',Y' e Z\ sarà obbligato a giacer su 
di essa (P 12 § 2, ecc.): onde anche X' appartiene a c'd ; eco., occ. — Dopo ciò si 
può esser sicuri che un cerchio, il quale non passi per 0, si trasforma sempre in 
un cerchio, ancorché ri passi il suo piano: però che un lai cerchio è l’ intersezione 
di questo piano con una sfera che non contiene 0. Ecc.] — La prps. seguente si 
appella a IMI, ma non a P 42. 

P 43 — Tr. * Nel supposto che A , B siano punti diversi fra loro, od E , P 

• punti di AB l'uno interno e l' altro esterno ad [AB], si dimostra qualmente le 

• polosfere di (A , B) ed (E , F) a' incontrano •. Cfr. P 11 § 6. [Si può conceder che 

il punto F stia sul prolungamento di |AB| oltre A. Proveremo, che s'incontrano 
necessariamente i due cerchi, tracciati su quelle sfere da un plano n , il quale con- 
tenga AB. Perciò — detto P un de’ punti, dove la normale innalxata da E alla 
AB nel piano n incontra la polosfera di A , B (P 11 § S) — si consideri l'antin- 
reraione rispetto alla sfora P, (P40): mercé la qnale quale A si cambia con B 
(P26, 40) o il cerchio (A,B) si converte in sè stesso (P41); mentre che l'altro 
cerchio (B.F) si muta in retta del piano n (P41) o precisamente nella normale/' 

elevata ad AB dal punto F / , che corrispondo ad F. 11 Tr. sarà dimostrato, so 

proveremo che questo punto V cade fra i punti A e B: però cho allora il cerchio 
tautologo (A , B), tagliando due volte f (P 11 § 3) dovrà tagliare eziandio la figura 
antinversa, ossia l' altro cerchio (E , F), in punti diversi. Ora — se C è un punto 
nell'ombra di P da B (non importa quale, pur che divento da P) — ò fona che 

l' ombra di A da B si produca nel semipiano * PA verso C ' (P 29, 39 § 3), e al 

tempo stosso noi semipiano * PC verso A ', che contiene il raggio |BA per intero 
(P 43 § 3) : dunque tutta entro l'angolo P . AC (P 47, 49 § 3). Ne ritmo cho il punto 
F' (straniero ad ambo le retto PA . PC) non può stare nell' ombra di A da B: perchè, 
se vi stesse, l'angolo retto P.GG' sarebbe minore dell'angolo retto P . AC 
(P 49 § 3 ; P 12, 16 § 5; P 40), contro lo P40§4 e P15§5. Ma se il medesimo 
punto F' cadesse nell’ombra di B da A, sarebbe escluso dall’ intervallo ] BP| , eh' è 
tutto quanto in |BA (P85. 29, 30 §8); e al tempo stesso F esclnso dall' intervallo 
IBF'I (ivi): onde B cadrebbe tra F ed F (P 15 § 3) e per cons. P.BF<P.FF 
(P 47 § 3, P 12 § 5); mentre dall' essere A interno a |BF| si deduce (ivi) P. AB < 
<P.BF. Ingomma l'angolo retto P.AB n'escirebbe minoro dell' angolo retto 
F.FF. Si conclude che il punto F è in |AB| (P30§3).] — Sopra un ragiona- 
mento consimile (ma un po' più breve) si può fondar la seguente: 

P 44 — Tr. • E se viceversa — essendo A , B , E , F quattro punti non colti- 

• neari — le polosfere di (A, B) e di (E,F) s'incontrano in punti diversi; allora 

• un de’ punti E , F sarà interno ad |AB|, l'altro «sterno ». 
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§ VII. 

Prodotti di itomrie. Congruenti e antieongrueme. Anlirolationi t 
am i Ir atl alio ni. Eli corno tioni . Ciotti ficai tane delle itomene. 

PI — TV. • La risultante o predetto di pii rotazioni intorno al medesimo 

• asse non può esser ohe rotazione intorno a quest' asse, o trasformazione identica ». 
[Siano fiS due rotazioni arbitrarie interno alla retta r; sicché ciascnn punto 
di r sarà convertito in sé stesso dairisomeria OS. Or so questa ammettesse un 
ponto tautologo A esterno alla r, onde fi(#A) = A : allora — detto « il piano A r 
e /» il piano perpendicolare alla coppia (A . SA.) nel suo punto medio — ne verrebbe 
#= fu .fa e «2 - !<t ■ u (P 25, 23 § 4) e per cons. — 1 : onde il Tr. consegue 
da P 80, 8 § 4]. 

P2 — Tr. • Qualsivoglia rotazione é sempre il quadrato di no’ altra rota- 

• ziono intorno al medesimo asse •. [Essendo r l'asse d’una rotazione arbitraria Si, 
A un punto esterno a qnest asse ed A' va SSA: conducasi il piano rr nonnaie alla 
coppia (A. A’) nel suo punto medio: piano ebe passa sempre per r, giusta lo P28 
38 § 2. Esiste por certo una rotazione intorno ad r — e sia per os. S — atta a 
subordinare ad A un certo punto B di n, non importa quale (P27 §2): e una 
rotazione siffatta dorrà condurre B nel punto A/rt (P 27 § 4), vale a dire in A’. 
Pertanto la rotazione S. S (P 1) ossia S ! farà corrispondere A' ad A. corno la data 
78: dunque #s = SS (P28§4)]. , 

PS— Tr. • Il prodotto di duo rotazioni arbitrarie intorno a rette diverse, ma 

• concorrenti in un punto, é una rotazione interno a qualche altra retta uscente dal 

• punto cornane a quegli assi ». [Siano S o Q le due rotazioni, «eoi loro asm. 
So net piano tt di questi assi tagliamo i punti A e B ad arbitrio, pur che esterni 
rispettivamento allo a e u: onde SA ~ — A e QB~=*B (P8 fi 4): alierà, detti 

— I 

« e fi i piani polari (P38§2) alle coppie (A , ffA) . (B , <2B) — piani che passao 
rispettivamente per le u , o (P 23 $ 2) — si sa elio S =»» ht.fa (P 28 § 4) (fi = 
— fp./rr (P 25 §4: per la qnal cosa OStmffi ./a. Ora i piani « e ? non possoo 
coincidere: perchè l'uno contiene « ma non A, l'altro » ma non B; mentre il piano 
ito contiene ambodno questi punti: e d'altra parte s’incontran lungo una reità, poi 
che possan dal puuto comune allo u , t>. Onde basta appellarsi a P 4 § 4.] 

P 4 — Tr. • Il prodotto d'una rotazione arbitraria per lo specchiamento ad 
« un piano, che ne contenga l'asse, equivale allo specchiamento in un altro piano , 

• eziandio passante per l'asse». [Lo date trasformazioni sian p. os SA, t; r sia 
l'asse di rotazione e <t il piano di simmetria. Dn punto A scelto a piacere in a. ma 
fuor di r, verrà trasferito ad «s. ia A’ da SS e in A, d» 78; e questi punti A' e 
A, saranno diversi da A (P 22 § 2, P 8 § 4). Ora indicando eon i, odi piani po- 
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Uri alle coppi* (Ai , A) « (A , A') — piani eh* passan per r (P 28 § 2, ecc.) — 
avremo in un tempo, grazie alle P 26, 26 § 4 : SS S . /d, ed 2? ■■ /d . S: ond d5S = 
-i/d, cd SSA — /d]. 

P B — Tr. • Il prodotto delle simmetrie rispotto a due piani paralleli fra loro 

• è una traslazione normale a quei piani». Cfr. P 4 § 4. [Detti ;< e v quei due 
piani, siano A , B , C tre ponti non collineari di ji, e A' , B' , C i lor simmetrici ri- 
spetto a r: onde il piano A'B'C' sari parallelo a n (P 42, 31 § 2, P 15 § 6), le 
rette BB' e CC - parallele alla retta AA' (P 11 § <>, ecc.) e le A'B' , A'C' parallele 
alle AB , AC (P 4, 18 § 6). Ne viene cho la traslazione di A in A' subordina i punti 
A' . B* e (f ai punti A , B , C (P 36 § 6). al pari deH'isomeria jv . jt : per la qual 
cosa — poeto © sa | — la traefonnaiione © . /r . // 1 equivale necessariamente a 
tu , ovvero all' identità (P 35, 38 § 6). Ma il primo evento farebb'essere © uguale 
a /» : assurdo (P 36 § 6, P 81 § 2). Dunque resta che ©./»•. fp — 1 , vale a diro 
/*■ . /ft — i ©.] ■ — Osservate che da jv . ,/iwmXS si deduce /v — » © . //i e — /»• • ©; 
e di qui facilmente si trae che: 

I> 6 — Tr. «La risultante d'uno specehiamento, al quale preceda o segua una 

• traslazione normale al piano specchiante, è ancora uno speochiamento: o il nuovo 

• piano di simmetria sarà parallelo al primo ». 

P 7 — Tr. «La risultante di duo rotazioni, eseguite intorno a due retto pa- 

• rallele fra loro è, in ogni caso, una rotazione o una traslazione • . Cfr. P 3. [Si 
posson qui riprodurre senz'altro le argomentazioni recato a provar la P 3, tino a con- 
cluder che fi# «■ » tfi . /a , e che i piani a o 0 non posson coincidere (ivi). Ora — 
secondo che questi piani si taglieranno lungo uua retta, o saranno paralleli fra 
loro — il prodotto tf.ja sarà una rotazione (P 4 § 4) o una traslaziono (P 5).] 

P 8 — Tr. • Componendo, nell'ordine eh* più ci piace, una rotazione arbitraria 

• con qualsivoglia traslazione normale all’asse di quella, ei ottiene per risultante 

• una rotazione intorno ad un asso, che 6 parallelo al primo ». [Nelle ipts. di P 7, 
tolgasi un punto a piacere sull'asse u di 9 — sia p. es. B — e dicasi ancora B' 
il punto fiB. Se i piani a o /J son paralleli fra loro, il prodotto Ù9 equivale a 
|*| (ivi o P 80 § 6): per la qual cosa fi— j* , j. f ' e J=fi. j® j.Ma(eom»ognun 
può vedere) dato ad arbitrio una rotazione $ intorno ad u o una traslazione j® j 
normale ad u, si può sempre assegnare una retta v parallela ad u e una rotazione 
fi intorno a v , por modo che fi# risulti ugnale a j® j : ecc., ece.]. 

Pfl — Df. • Si dà il nome d' ‘antirotazione' all'isomeria che risulta da 

• nna rotazione arbitraria, seguita dallo specehiamento in un piano perpendicolare 

• all'asse ». — Due operazioni si fotte — sia p. es. SH ed f — son permutabili 
l’una con l'altra, vale a dire dS8 = ÌHd [Veda il Lettore], Per la qual cosa • an- 
tirotatìo nt ' si defluisce altresì come “ prodotto di specehiamento per rotazione in- 
torno ad un asse normale al piano specchiante ", — Osservate eho — detti r l'asse 
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di ì* e c il piino di i — l'nntiroteiioBe <84, o 8W, dee convertire il punto rtf 
in sé stoKìo (P23, 31 §2); ma non può ammettere alcun altro punto Patologo 
[Veda il Lettere], — Se 84 sarò un semigiro (P 7 § 4) intoraoad r, l'antirota- 
lione <8 4 sari tutt'nno eon l’equinversiono rispetto al punte ra [Detto 0 queste 
punto, la similitudine /O ■ 'a — in quanto tieu fermo ogni singolo puato di r, oltre 
ohe ciascun piano il quale contenga r, ma sposta i punti di ir — e neeessariam.* 
un seraigiro (P 30. 23, 10 § 4): poi eho si distingue cosi dall’identìt», come ancora 
dallo specchiaraento in un pano passante por r (P 66 § 2) Dunque /0./<r=*/r, 
o per coi». /O = /r . /ff] 

p 10 — Tr. • Qualunque isomeria ohe possieda un sol punto unito è un'an- 
. ttrotaziono •. [Aniitutto si osservi, che il prodotto dello specchiaraento ad un piano 
arbitrario per il somigiro intorno ad un asse, che inoontri il piano in un punto sema 
giacerai, eguaglia sempre im' asti rotazione (che ha l'asse in quel piano). Ofr. P 4. 
Invero, se il piano, l'asso od il punto ondo si parla sian per es, jt,* ed 0; e « 
denoti no piano passante por * o normale a rr (P 54 § 2). r la perpendicolare a e 
in 0,f il piano ra (certamente diverso da n): avremo, graxio a P 6 § 4: /» . /.t — 
— (/»./»). /ir. D'altra parte loperaiiono composta /r ./« equivale ad noa certa ro- 
tatione 84 intorno alta retta r (P 4 § 4): onde /s ./rr =/<r . 84; eco. — Cié pre- 
messo (e ritenendo qnalcnna dello notaiioni suddetto) denoti p. cs. 3 un'isomeria, 
che ammetto un sol punto tautologo; o questo sia p. es. 0. Proso un punto A a 
piacere, pur che diverso da 0. e posto A' =i 3k , M A | A’ ; si chiami s la retta OM . 
oppure una retta perpendicolare in 0 alla congiungente AA', secondo eho M è di- 
verso da 0, oppnr si confonde con 0 (la qual cosa avviene ogni volta che gli A. A' 
sian por diretto con 0): onde A ed A' simmetrici rispetto ad * (P 36§ 4, P 54 
§ 1, P 5 § 2, eco.). Ora il prodotto /a. 3, in quanto eonvorte in sé stesso ciascuno 
dei punti 0 od A, non può esser che Vidcntità. o lo specchiamento ad un certo piano rr 
cho passa per quei due punti, o una qualche roteitene 9 intorno alla rotta OA (P 22-24, 
30 §4). Se non cho il primo di questi eventi addurrebbe seni'altro 3=/t, e il 
tono 3—/s.9: ondo 3 sarebbe nna rotoxiono (P 7 § 4, P 8) contro l'ipts. (P 23 
§ 2). Roste il secondo caso, nel quale 3 = /«./". Allora — gmie all'ossermlone 
precedente — 3 ì un'antirotaiione, se per altro la » non giacerà su rr: ma il 
supporla in rr farebb'esscre tautologo, secondo 3. ogni punto di quella rette (P4); 
contro l’ipts.]. — Portento: 

PII - Jr. .Le isomerie dotate di punti uniti sono l’identità, la sim- 
. motria rispetto ad un piano, la rotaiiono, l'antirotaxione — e queste 
< soltanto •. — Inoltre: 

P 12 — Tr. La risultante d'una roteitene arbitraria, precedute o seguita dallo 
. specchiamento ad un piano ehe ne incontri l'asse in un punto (sema passare per 
• questo) è sompre un'antiroteiione •. CSian p. es. 84 la rotaiiono ondo si parla, r 
i) suo asso, rr il piano specchiante, ed 0 il punto m. L'isomeria /rr.84 non la 
ponti uniti, da 0 in fuori. Invero per un punto A qualsivoglia, ma esterno all'asso 
r, il piano polare dei punti A ed 84A passa sempre por r, o qnindi è diverso da 
rr: ondo S4A~ = A/rr o p. e. (8tA)/rr~ — A. H similmonto nn punto B di r. 
pur che divereo da 0, si confonde col punto 34B, ma i divereo dal punto B/'/r: 


— 425 — 


«ode SSB ~ — B/rv. Lo stesso avviene dell'isomeria SH./.v: sicché basta appellarsi 
a P 103. 

P 13 — Tr. • Lo s pedinamento ad un piano non può equivalere al prodotto 

• di un'isomeria per sé stessa [Essendo t no piano arbitrario, si proverà che 
l'ipotesi 3* — /w, dove 3 ì un'isomeria, contraddice a PII. Ora, se A è un 
punto arbitrario di », ed A’ssdA, bisogna che il punto 3A' coincida con A. dal 
momento che 3(3À) — 3>A = A/» — A (P31§2): dunque il punto A|A' sarà 
tautologo in 3 (P 42. 43 § l; P 3, 38 § 4). Ma la 3 non può essere un'identità, 
ni uno spocchinmento, ni una rotaiione: se no la 3* sarebbe necessariam.* 
un'identità. 0 una rotazione (PI, eoe.); laddove /re non equivale a nessuna di queste 
operaiioni (P 31 § 2, P 8 § 4). Nè pud essere 3 un’ antirotariene. vale a dire 3 = SVI 
(PO); porcili n'escirebbe eziandio 3‘- = SVI . éìH «=* £S&?1 (ivi) =Sv’. Dunque una 
9. per la quale 3* — /<r, non esiste (P 11)]. 

P 14 _ Tr. • Similmente il quadrato di un'isomeria non è atto a produrre 

• un'antirotaziono • . [Invero l'ipts. 3’ <— G — osseudo G un’antirotazione arbitraria 
— involge la stessa contradizione die dianzi : atteso cho G ammette un punto tau- 
tologo 0 (P 9), c p. c. la ? dovrebbe rappresentare in si stesso il punto medio fra 
0 ed 30. Ma. fin tanto che G = 3', la 3 non pui esser ni identità, ni specchia- 
mento, ni antirotazione; parchi G non può esser ni rotazione, nè identità (P23 
§ 2, P 9)} 

p 15 — Tr. • Qualsivoglia traslazione, tutto ohe data ad arbitrio, si può aver 

• componendo una certa traslazione con si medesima ». Cfr. P2. [Siano A, A’ due 
punti arbitrari, M il lor punto medio. Poiché la traslazione di A in M (P 35 § 6) 
traduce M in A’ (P 39 § 0), il suo quadrato farà corrispondere A’ ad A : onde j* j ■■ 

in forza di P37. 36 §6]. 

P 10 — Tr. • Qoalunqoe isomeria priva di punti uniti sarà traslazione, se eai- 
. ston tre rette parallelo fra loro, ma nou complanari, ognuna delle quali sia eon- 
. vertita in si stessa». [Siano u.v.v la tre rotte, 9 l'isomeria onde si parla. Se 
nel piano dello due parallele er,i>, ma fuori d'ognuna, tolgasi un punto A a piacere, 
e dicasi A' il punto 3A ; lo normali abbassate da questi punti alla retta tautologa 
u la taglieranno in due punti omologhi P e P\ e lo duo coppie omologhe (A , P) e 
(A’ , P') saranno congrue Ira loro (P 30 § 4). M» i punti A 0 A’ giaceiin dalla stessa 
banda di «; perché la 3 coaverte in si stesso ciascuno dei semipieni, onde il piano 
tautologo no i diviso da u (P 44 § 3), dal momento ohe uno di questi contiene 
la retta unita v (P 4 §6): dunque la retta ÀA' sarà parallela alla * (P 9 §6, eco.) 
e p. eons. tautologa (P 8 § 6). Similmente qualsiasi plinto B esterno al piano uv 
verrà trasferito da 3 in un punto B‘. che giace dalla stessa banda di B rispetto a 
quel piano : visto che 3 dee eonvortlre in si stesso ognuno dei semispazi eoe. poi 
cho in imo di questi giace la retta unita 1 0 (P 20. 21 §6): onde ancor qui si 
deduce (calando da B e B' le perpendicolari al piano tautologo ho, eco.) che la 
coagiungeute di B con B' è parallela alle rette k . o e, al par di queste, tautologa. 
Sono dunque tautologbe rispetto ad 3 tutte quante le rette parallele ad u. D'altra 

Soci srl usi XI. 8«ri. S*. Tomo XV. *4 
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parte due rette omologhe quali ohe siano, pur ohe diverse fra loro — p. «s. le AB 
e A'B’ — giacciono sempre in un piano sema incontrarsi : perchè, se avessero un 
punto a comune, la retta unita uscente da questo le taglierebbe in dno punti omo- 
loghi, ma eoinoidonti fra loro. Dopo ciè non rimano elio da appellarsi a P 35 § 6} 
p n — Df. . Si chiama * antilratlatient ’ il prodotto d’una traslazione 

• arbitraria per lo specebiamento in un piano parallelo ad ossa*. — Ovvero 
(queste duo componenti ossendo permutabili fra loro, come il Dottor puè vedere) : 

• AntUnuUuioiu ' vuol dire: * prodotto di * specebiamento ’ per ‘ traslazione 1 pa- 
rallela al piano specchiante • . 

P 18 — TV. • Danti traslazione * /.-r . j*'j * — essendo jt nn piano dato a pia- 

• cere, od A , A' punti diversi sopra una retta parallela a rv, o giacente in esso — 
. è un'isomeria, che non tiene fermo alcun punto, .ma rappresento in sè stessa 

• ogni retto del piano », che sia parallela alla AA' (o coincida con questo); e in 

• sè stesso il piano », o ciascun piano perpendicolare a rr lungo una retto di quelle. 
. Non esiste alcun’ altra retto toutologa o piano tantologo, da questi in fuori: o le 

• due bande del piano » si scambieranno fra loro •. Eec. 

P IO — TV. • Il prodotto d’uno specebiamento, preceduto o seguito da trasla- 

• ziono obliqua al piano specchiante, è un'antitrasiazione •. Cfr. P tì o P 17. 

fSia » il piano specchiante e B un suo punto, non importo qnalo. Una traslazione, 
tutto che data ad arbitrio, porterà B in qualche altro punto B’ (diverso da B) e potrà 
quindi rappresentarsi con j“ j <P 30 § 6). Per Ipt*. la rotto BIT non è porpondico- 
lare a ». nè giaco in n : ODde il piano parallelo a », che passa dal punto B’, dovrà 
tagliar la normale innalzata dal punto B a » in un certo punto — si» p. es. B" 
— diverso da B e da B". Ora il prodotto di j® j por — o di per jjj j — 
eguaglia precisamente la traslazione di B in B' (P 37 § 6): por la qual cosa j® j. 
/»— j®*|.j^'j./w. D'altra parto la trasformazione j® j . /» equivale allo specoli to- 
mento in un corto piano x parallelo a » (P 6) : dunque . /» = . /*: o questo 

è un’antitrasliziona (P 17), poi che la retta B'B" è parallela a * (P 20. 15 § 6). — 
Noi modo stesso /». j® j*=/». jfj . — lg ■ |j-|. essendo t <"> eerto piano pa- 

rallelo a »} 

p 20 TV. • Nessuna antitraslazione è il quadrato di un'isomeria». [So il 

quadrato di un'isomeria (non importo quale) 3 fosse per avventura un’antitrastozione 

• /» . |* | ' (P 18), qualunque rotto p esistente noi piano » o partitola (od ugnale) 
ad AA’ dovrebb’essor rappresentato in sè stessa da 3, ovvero in qualche altra retto 
della medesima classe: atteso che il fatto di 3>p=p (P 18) porta seco, che anche 
la rotto 3p sia toutologa per 3 l . Il piano » sarebbe dunquo toutologo secondo 3; e 
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i due scmiapaxl ch'osso determina — sia ebe 3 li nppresenti ciascuno in sé stesso, 
o che li scambi fra loro — risul terebber tautologi secondo 3': al contrario di ciò «he 
avviene neH'aatitraslnzione (P 18)]. 

P 21 — Jìf. • Si dà il nome di • elicomoiiono (Schraubenbewcgung) alla 

• risaltante d'uni rotasiooe qualsiasi, preceduta o seguita da una traslazione paral- 
lela ali asse di quella. Osservate che la traslaziono di A in A' posto che gli 

• A , A' sian punti direni — è permutabile con qualsivoglia rotazione intorno alla 

• retta AA' •. 

P 22 — 3 V. • Ii'elicomozione non ha punti uniti ; nè retto unite, dall'asse in 

• fhori ». [Dette 34 e t? lo componenti di nn'elicomozione arbitraria, si vedrà fa- 
cilmente che questa non pud convertire in sè stesso alcun ponto dell'asse r di SS 
(P 28 § 2, P 36 § 6); nè alcun punto iiiori dell'asse, perchè il piede della normale 
calata da un tal punto unito n quest'asso risulterebbe tautologo. Nè può la 938 conver- 
tire in sè stesso alcun piano ebo tagli r in un punto, o sia parallelo ad r: ma se 
un piano passante per r corrisponde a sè stesso, tutti i piani che passan per questa 
rotta risultai) tautologi, e la componente 58 sarà un semigiro (P 8, 10 § 4, P 86 
§ 6, eco.). L'asse r di 58 è certamente tautologo; ma non può esser teutologa nes- 
suna reità che tagli r in nn punto, o sia parallela ad r. E se fosse unita una retta 
sgbomba con r, sarebbe unito nuche il piano che la contiene, ed è parallelo ad 
r. Ece.J. 

P 23 — Tr. • Esiste sempre nn'elieomozione, die ha per quadrato una data 

• elicomoziono ». [Si sa ebe lo componenti 58 e t? di nn'elicomozione arbitraria sono 
rispettivamente il quadrato di una rotazione ? intorno al medesimo asso r (P 2) o 
il quadrato di una traslazione <5 secondo r (P 16): onde t?58 = 

(P 21) = (<5#)*} 

l> 24 — Jr. . Il prodotto d una rotazione arbitraria per qualsivoglia traslaziono 

• obliqua all'asse di quella è sempre un'elicomoziono (intorno ad nn certo asse, 

• che è parallelo al primo) •. Cfr- P S e P21. [Si scomponga la traslazione asse- 
gnata ia due traslazioni j* j e c ^e l'una sia perpendicolare e l'altra sia paral- 
lela all'asse di rotazione, come in P 19 (B essendo un punto dell'asso); indi si faccian 
vaierò le P 8, 21], 

P 25 — Tr. . Qualunque isomeria priva di punti uniti è necessariameuto una 

• traslazione, o un'antitraslazione, o un'elicomoxiono ». Cfr. P 11. [Se 
l’isomeria onde si parla — sia p. es. 9 — rappresenta un punto A qualsivoglia in 
A', il prodotto di 3 per la traslazione di A' in A, in quanto tien formo A, non potrà 
esser cho 1) un'identità, ovvero 2) nno specchiameuto, o 8) una rotazione, o 4) 
nu antirotazione (PII). Nsl 1» caso, cioè so j*.j.J«-l. l'isomeria onde si parla 
equivale alla traslaiiont j*j(P35§ 6). - Nel 2‘ caso, dal fatto ebo j*,j . 3 — /w, 
doro * sarà un certo piano cho passa per A, si deduce ebe 9 •— j* j . In: per la qual 
cosa (secondo che questo piano è, o non è, perpendicolare alla retta AA’) l'iaomeria 
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9 dorrà essere uso spccehiamento, o un anlitratiasiont (PO, 17, 19): ma il primo 
«Tonto è contrario àll'Ipts. — Nel 3* caso, che involge 9 — $•* 
rotazione, l'asse r della quale contiene A) la 9 non può esser che rotaiione (P 8) 
od tlicomtioiM (P21, 24): ma l'essere 9 priva di punti uniti escluderà, come dianzi, 
un evento. — 11 4» caso, espresso da j\j . 3 — VU (P ») ove t denota lo specchia- 
meli to rispetto al piano a perpendicolare in A alla r farebb' essere 9 = j A j . . 6 . 

Ora (secondo che r A o non è, perpendicolare alla retta AA') il prodotto | . 3L 
à una certa rotazione (P8). o una certa elico mozione ©.t?. (P 21. 24), intorno 
a qualche altra retta «. o c, parallela ad r e quindi normale a tf: per la qual cosa 
9=.ST..S, oppure 5 = ©« . 19,.S — &../( (P6). t essendo un cert' altro piano 
parallelo a <r; o in ambo i casi la 9 sarebbe un' antirotaiione (P9): il ciò non 
può darsi, finché la 9 è priva di punti uniti. Ecc.} — Di qui si deduce immedia- 
tamente, avuto riguardo a P 1 1 : 

p 26 — Tr. . I, identità, lo ipecohiamonto, la rotazione, l’antiro- 

• fazione, la traslasione. l'antitraslazione e relioomozione abbrao- 

• ciano tutto le isomerie possibili: cioè non esisto altra sorta diso moria dopo 
.quelle*. — In altri termini: Un'isomeria qualsivoglia o converte in sii .tosso 
1) ogni punto; o 2) tutti i punti d'un piano, ower 3) d'una retta (od eaai soltanto); 
o 4) ammette un sol punto unito; oppure non ha punti uniti, ma si retto unite (ne- 
cessariamente parallele), che 5) non giaceion tutte in un piano, ovvero 6) eono 
tutto in un piano: oppure 7) non ha punti uniti ed ammette una soia retta tanto- 
ioga (P 22-24, 30. 37, 38 § 4; P 88 § 6: P 10, 16. 17. 22,25). 

P 27 — Df. • Vi sono due generi d'isomeria, ben distinti fra loro. Le une 

• possono aversi come quadrati di altre isomerie; cioè sono tali, che ognuna equi- 

. valga al prodotto di un'isomeria per sé stessa: e queeto diconsi ‘ moti', ovvor 
• 1 congrutnt»’ . Le altre — che non sono quadrati d'isomerie, cioè non ri otten- 
gono mai componendo un’isomeria con sè stessa — ri diamano ‘aulico»- 
. grueme ’ (') •. Sono del primo genere, ossia congnuMe: l’ identità. U rota- 
zione (P 2). la traslazione (P 15) e l'elieomozione (P 28). Del secondo ge- 
nere, o antieongnunu, lo epeochiamento, l'antirotazione o l'antitraslar 
ziouo (P 13, 14,20). Osservate che l'inversa di qualunque j * in- 
cora una P* 1 * ‘h* dall'eguaglianza @ = 9’ (dove 9 è un' isomeria 

qualsivoglia) nasce sempre de è — ( 3 ) . 

(>) 11 evitarlo di eoptnuìon. eh. qui «t fa intervenire à (por mio conto) areni piò manog- 
gctole dell'ordinario, cho iariit. rolla nozione dei inai o errori d'onn «pira «elida - p. re. di 
nn triedro or óre tato, di m tetraedro, eoe. - oltre che molto piti generalo, in qaanto ai preeta coli 
tale e qual, («alvo il direno lignificai, d.i tannini, cho .Unno in vere di iaemeria, congiuro». 
««.) n rari altri uffici conti orili: p. ca. alla dl.tlmìono fra le omafrt^e . la mtitmofiritfit, ari do- 
minio della (inoro* prol.tlira compie».. 
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P 28 — Tr • Qualunque moto che tenga ferino no punto 4 di rota» ione (se 

• non è identità)». — Eui-kro, forvi, gen. prò Iran* lai. corp. rigid. [Da P86 
. § 6. P 22. 26. 27. ece.J 

P 29 — Tr. • Il prodotto di due o piti congruenze (quali che siano) è di nuovo 

• una congruenza ». [Poi ehe vi sono tre epeoie di moto (astiazion fatta dall'iden- 
tità), e cioè rotazione, traslaiione ed elicomozionc. conviene distinguer sei casi. Il 
prodotto di duo rotazioni si è già contemplato in P 1, 3, 7, quando gli assi coincidono, 
oppur sono concorrenti, o paralleli : resta l'ipts., che gli assi « e v delle due com- 
ponenti 9 e fi siano due rette sghembe. Allora — preso in u un punto A a piacere, o 
tolto A' e= ©A — il prodotto della rotazione fi, por la traslazione di A' in A, nor- 
male all'asse di quella, è una certa rotazione intorno a qualche altro asse to 
parallelo a o (P 8) o contenente A : per la qual cosa j*,j . fi . 8 — SS , st; e il se- 
condo membro sarti una nuova rotazione <§, intorno a qualche altra retta t uscente 
da A (P3). Dunque fi . 8= j* j . <§; e p. eons. il prodotto fi . 9 sarà in ogni modo 
una rotazione, o nn'elicomozione (P 8, 21.24). — Il prodotto di due traslazioni 
sarà sempre una traslazione, o un'identità (P 37 § 6). — Di poi le P 8. 21. 24 
contemplano lo varie ipts. di rotazioni, preceduto o seguite da traslazioni. — Inane 
ciascuna dello altro combinazioni (prodotto di due elicomozioni, oppur di olicomozione 
per traslazione o rotazione) si risolvo sempre in prodotto di rotazioni e traslazioni, 
grazie a P 21} 

P 30 — Tr. • Ogni volta che si compongon fra loro lina congruenza e un'an- 

• ticongruema, il prodotto è sempre un'antlcongruenza ». [Se la coagnenza <3 o l au- 
ti congruenza fi producessero una congruenza £" — vale a dire se fi<? — S’, oppure 
i2fir=<2’ — ne verrebbe Q = o fi = e<D\ dovo C è ancora una congruenza 
(P 27); contro P29], 

P 81 — Tr. «Il prodotto di duo anticongrnenze quali che siano appartiene nlla 

• congruenza». [Il prodotto di due specoli tomenti non puh esser che Identità, ro- 
tazione o traslazione (P 4 § 4, P 6). Il prodotto delle antirotazioni fSH ed fcV 
(P 9) — dove S od f denotano gli specchiameli a due piani arbitrari a e a’, ed 
St ed S3' son rotazioni intorno a due aasi rispettivamente normali a quei piani — 
equivale ad DI (ivi), dove i fattori son tutti e tre congruenze. — Per 
egual modo un'antirotazione /<r . Dt , preceduta o seguita da un'antitraslazione /rr.O 
(P 17) — SU e tS essendo una rotazione e una traslazione, parallele rispettivamente ai 
due piani non — produce le congruenze © (Jn . /<r)Dt , cN(/o . /rr)t? (P 29. 
eoe.). — Gli altri casi al Lettore} 

P 32 — Tr. »Due figure piane isomere son sempre omologhe per oon- 

• gruenza». [Se l'isomeria ondosi passa dall'una all'altra figura non è congruenza, 
basterà fsrla seguire dallo spccchiamento nel piano della seconda di esse (P 31): 
eco. eec.} Cosi resta giustificato l'epitoto di congruenti che imponemmo per dfnz. 
a figure piane * isomere ' sin dal § 4* (P 36 § 4). 

P 83 — Tr. »Dna sola & capace di sorrappono la torna 
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. costituita in un punto A, in un raggio IAB che muova <t» questo punto, « in 
. un Homipiano XAB)C terminato alla rotta AB (essendo A. B.C tre punti non 

• coll inoltri), ad un' altra terna consimile A’ .lA'B* ,|(A'B')C •. [Coel da P 39, 43 
§ 4. avuto riguardo allo P 27, 30} — E di qui tosto anche l'altra : 

P 84 — Tr. - Sono eguali tra loro due <*« sovrappongon. »1 

• Tona che l'altra, mia data terna dì punti non collineari ad una medesima terna 

• di punti *. 


§ Vili. 

Stati o vtrti d'iuta rtUa e (fu» eerckio. A teine. Jìpyprenentatione della 
retta tui numero reale. Ditlanta di due punti. Continuità della 
retta. 

p 1 _ D(. . Premesse che A « il nono punti diversi I nno dall'altro, ed X A 

• un punto arbitrario di AB, con la frase 'seguente X nel tento A ^ B. 
. o da A verno B ' - condensata in • <r„,.X ' — si vuol dsnotare: 1) la figura 
. ‘ |AB ~|AX che nasce escludendo dalla semiretta A per B tutti i punti del 
. segmento AXi. se X appartiene ad | AB ; 2) la Ugno» XA ~<X che nasce esclu- 
. dendo dal raggio X per A il sole ponto X, se X non appartiene ad |AB. Ved. 
. P 10. 29 § 8 •. — Beata cosi defluito nn certo segno di funxione o trasfor- 
matone <r fc . (seguente nel verso A-»B), che mosso innanri ad un punto della 
congiungente A con B. qual ch'esso sia, prodnee su questa retta un'intera classe 
di punti Una trasformatone si fatta (della AB in classi di AB), che a ciascun 
punto X della retta subordina i punti rappresentati da o.,„ X , prende nome di 'senso 
A-»B. o — da A verso B — Osservate «he il senso A -» B sarà un cova- 
riante di (A.B) rispetto a qualunque similitudine. Kcc. 

p 2 — Tr. • Sotto le stesso Ipts.. il punto X (qual ch'esso sia) non appartiene 

• a ff,,, X ; e cioè nessun punto A seguente di sé medesimo. E sarà inoltre palese 
. che <r^„A=<iAB~iA,<r^B — ,AB~;AB : che A non segue alcun punto di 
. (AB, ma è seguente d'ogni altro punto di AB: o che. quando X appartiene 
< ad |AB, ma A diverso da A, i suoi seguenti genoma l'ombra di X da A, 
. esclusa l'origine X •. 

p 3 — Tr. «E, comunque sian presi i punti X ed Y sopra la retta AB , non 
. si può dare ad un tempo, che Y sia seguente di X ed X seguente di Y nel senso 

• A-»B. CioA: non asiston dne punti, ciascuno seguente dell'altro in un medesimo 
. senso •- [Se i punti X ed Y giaecion, si l'un come l'aUro, nel raggio | AB, le ipts. 
T • o . „ X ed X « Y iuvolgoo che Y aon appartenga ad |AX|. nè X ad |AY ! (P 1), 
e p. c. che A appartenga ad XYI (P 15 § 3): ma ciò contraddice a P 33 § 3. poi 
«he A A diverso da X e da Y (P 2). - Se X giace in AB ma non Y. le condi- 
xioni Y*<r»,,X e X e Y sono «umilio contradittorie; poi che dalla prima si 
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esigo dio V giaccia in (AB corno X (P 1). — Infine, se tanto X quanto Y siano 
fuori di |AB, o perciò direni da A — ondo Y giaco in |AX od X in jAY (P36, 
34 § 3) — il supporre ad un tempo Y » jXA ~ « X e X « YA ~ i Y (PI) porterebbe 
ad Y *|AXj~i A ~i X ed X>!AY:~.A~.Y (P31 §3): contro P12§3], 

P 4 — Tr. • Sempre «ho A ,B siano punti diversi ed X , Y punti di AB, 

• eziandio non coincidenti; allora delle duo «oso l’una: o Y sari un seguente X, 

• o X un seguente Y. noi senso A-»B». [Se uno dei punti X,Y coincide con 
A, la tesi è già stabilita in P2: si può dunque concederò A diverso da X e da 
Y. Or, so ambeduo questi punti cadono sul raggio |AB, sarà giuocoforza che Y 
spetti ad |AX,, oppure X ad |AY|(P83§3); e noi primo ca*o X, in spianto escluso 
da |AY| (P 12 § 3) ma giacente in |AB, sarà un <r„.,Y (PI); nell' altro caso sarà 
similmente Y nn <r À ,,X. — Di poi. so uno solo dei punti X od Y — pere®. X — 
giace noi raggio |AB, allora Y sarà punto esterno ad | AX ; ed X ad |AY| (P 84, 29 § 3) ; 
quindi A giacerà fra X e Y (P 15, IO § 3), o per cons. X noi raggio |YA (P 29 
§ 3) : onde X t a K , Y (PI). — Infine, supposto che tanto X quanto Y giacciano fuori 
di |AB, si deduce che Y sarà contenuto da |AX (P36, 34 §3); per la qual cosa 
dovrà Y appartenere ad |AX|. oppure X ad |AY| (P33§3); dunque Y ad [XA, 
oppure X ad |Y'A (P 29 § 3), che ò quanto dire * T « <r..,X oppure X »<r^„Y ' (P 1)3- 

P 5 — Tr. • Dati i panti A e B cóme sopra, se X . Y sono punti di AB , ed 

• Y è seguente X nel senso A->B, tutti i punti che seguono Y seguiranno anche 

• X: cioè la figuro <r»,.Y sarà contenuta dall'altro tr.,.X >. [Se X coincide con A, 
basta appellarsi a P2, atteso che la figura |AB~IAY| giace tutta in |AB~»A. 
Sia dunque X diverso da A : e in primo luogo X appartenga ad AB. Poi che 
Y.[AB~ AX per Ipto (PI) ed A~».XY| (P83§3). bisogna elio X appartenga 
ad |AY| (P 15 § 3), e per con», dio |AX, sia contenuto in jAY | (P 19 § 3;. Dunque 
|AB ~|AYj o 'AB ~|AXj, vale a diro <r,..Y 0 <r,.,X. — Appresso, poniamo che X 
non giaccia in |AB. Ora, da Z i j AB ~ < A si deduco, qualunque sia Z, che |AZ = 
HAB (P 34 § 8 ); onde Z non appartiene ad >AX|. nè X ad !AZ| (P2P§3). ma 
si A ad ;XZj (P15 §3); dunque Z ad |XA, e per cons. [AB g |XA . Se pertanto 
Y giace in |AB. sarà vero che rr».,Y 3 o,,,X (P 1). Ma potrà darsi che Y giaccia 
in |XA ~ j AB : allora X~. YA) cd A~e|XY| (P 33, 38 § 8 ); quindi Y »:XA| 
(P 15 §3) e per cons. |YA|o |XA (P19§8). D'altra parto il supporre As |YX| 
produco AsjXTI, qualunque sia T (P14§3), dal momento che A ~»|XYj. Dunque 
|YA o |XA (P 29 §3) e per con*. <r„Y o <r...X (P 1)]. 

P 6 — Df. • Ferma stante l’ipts. fondamentale circa A. 8 ,X (PI), si dice 

• che un punto Y della medesima retto AB ‘precedi X o è ‘ un precedente 

• X' nel tento (e rispetto al tento ) A -HI, qualunque volto X è un seguente 

• Y a tenor di quel senso. Iusomma la frase ‘precedente ritptllo al tento 

• A-àB* non è che un modo per significare la trasformazione inverta di a Km . 

• Ved. PI •- — Le P3, 4 permettono allor di concludere a visto, che: • Precedono 
X tutti i punti di AB che non appartengono a <r A .»X. nè si confondon con X; e 
questi soltanto •. Di poi si dimostra che: 

P7— Tr. * La figura * precedente X nel senso A •* B ' oon differisco 

• dalla figura ‘seguente X nel senso B-»A '. 0, in altri termini, la trasfor- 
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• nmione inrem di *»,, si confonda col senso B-4A: [Grazio a 

P 6 In figura ' precedente X nel «eneo A -» B ' — o 0»,. X — non è nitro eli# 

• AB ~ e.,. X ~ « X Pertanto, *« X « AB ~ i A (coni’ 4 da supporre in primo luogo) 
la figura «.'.X aari il complemento doli' ombra di X da A (P 2,0). sale a diro 
|XA ~ > X ( P 29. 30 § 3). Ora, poiché A~#|XB| (P83§3), ciascuna dello condi- 
lioni Ae|BT|, A«|XY sari conaeguenta dell’altra, riapotto ad Y (P 14 §8); e 
di qui — nel «apposto che X appartenga ad AB|, o aruto riguardo alle P 18, 20, 
gpgs — si deduco jXA ~i X ==‘BA ~ BX ; onde 0 4 ,iX BA ~|BX' = 0 .,»X 
(PI): conseguenza, che regge eziandio noll'ipto. X-A (P2). Ha poirii darai che 
X appartenga ad )AB~|AB|. Allora Bi XA' (P29, 10 §3) e p. rena. |XA = |XB 
(P 29. 34 § 3) ; dunque <?!,. X , che eq ubale (come abbiam risto) ad |XA~iX, coin- 
ciderà eoa (XB~. X. tale a dire con 0...X (P 1). poi cho X non appartiene a |BÀ 
(P29. 30 §3). — Appresso, se X non appartiene ad |ÀB, onde X*[BA (P30 §8), 
la figura ir.'.X — ohe equivale ad AB ~ XB (P 1, 8), dal momento che B~«|AX| 
ed X~«|AB[ (P 29 § 3). sicché A v'XB] (P15§3) o per cons. [XA = ;XB (P34 
§3) - non differisco dilla figura |BX~!BX|. cioè da «V.X: poi cho si runiche 
Ì' altra, aggiunte ad X. fanno V ombra di X da B (P 29. 30 §3). Eco.] — Con 
argomentazioni in tutto simili a queste si proverebbe eziandio ebo : 

P 8 — Tr. «'Dati A , B , X come sopra e presi a piacer sulla retta due nuovi 
. punti A' e B\ purché A’ preceda B’ nel senso A -> B ; aUora il senso non 
.differisco dal senso 0 ...: cioè S.vX = «,,X, qualunque sia X • . — Per la qual 
cosa, avuto riguardo a P 4. 7 : 

P 9 _ Tr. « Se C o D sono punti arbitrari di AB , purché non coincidenti, 
«bisognerà che il senso C-> D si confonda col senso A-» B, o col senso B-» A «. 

Insamma: ciascuna retta possiede due semi l'nn l'altro distinti, e non più di 

due: sensi, a cui ben s'addice il predicato di ‘ contrari ' od ' opposti ' fra loro, in 
virtù di P.7. 

p io — Tr. • Nell'Irto. P 8, la classe dei punti, che seguono A’ o proeodon 
.B’ nel senso A -» B , consisto noi ponti che giaccion fra A' e B' «. [Atteso che 
questi sono i punti comnui alle due figure |A'B' ~ « A' e IB’A ~ < B (P 31 § 3), vale 
a dire i punti comuni alle classi A’ o (P2) che non difforiscon da 0... A' 

u, , (P 8)]. — Osservate ancora che : 

P (j _ Tr. « Una traslazione, per coi la retta scorra su sé medesima, non 
«altera mai né l'un senso uè l'altro: laddove ogni simmetria della retta con sè 
. medesima (se non ne rispecchia in sè stesso ogni punto) permuta i sensi fra loro «. 
[Basterebbe provare il secondo comma, risto che Ogni traslazione è il prodotto di 
duo specchiam.nti (P 5 S 7, ecc.): ma si lascia al Lettore. - Pur si osserva che la 
. traslazione di A in A’ (P 35 § 6 ) - dove A' sia un punto arbitrario del raggio |AB, 
l’ origine esclusa — in quanto subordina i punti A' o A/A' ai punti A ed A' (P 39 § 8 ) 
e pert converte il senso A->A’ nel senso A'-» A/A' (P34§«. PI), non altera 
o l t ; ,U 1 momento cho, posto A" =3 A A'. ne risulta A" « 'AB ~|AA'| (P34, 29, 12 
§8) e per cons. 0 »,, = ■■ (P2. 8)]. 
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P 12 — Df. • Siano 0 , A , li tre punti non collineari, c B diati da 0 quanto 

• A; A aia il eercbio d' intersezione del piano OAB eoo la sfera di A. centro 0. 
« Chiameremo « semicerchio A per B. centro 0 » — o succintamente • 0(AB ' — 

• la classo dai punti, che il cerchio A ha in comune col semipiaoo ' da OA verno 

• B e • arco (AB), centro 0 • — o piti brevemente ‘ 0(AB) 1 — la classe del 

• punti, che k ha in comune con l'angelo piano convesso Ò.AB. — I ponti 

• A ed A/O. ovvero A o B, saranno gli ‘ estremi ' del semicerchio 0(AB o del* 

• l'arco 0(AB). 'Interni' al semicerchio, od all’arco, quei punti dell' una o 

• dell' altra figura che non coincidono con detti estremi. Ginceion ‘fra A e B 

• su A' (sempre che A,B,0 non collinaino) i punti interni all'arce O(AB), c 

• questi soltanto. Eco ». Ved. P 39, 47 §8; P45 § 1, ecc. 

P 13 — Df. • Dati O.A.B come sopra, e posto A' ai A/O , B' an B/0 ; se X 

• 4 un punto arbitrario del cerchio k (cioè della classe OAB n Ao come diami), 
.per ‘seguente X nei senso A -* B, centro 0.— locuxiono simboleggiata in 

• * Oc,.X ' — a' intende: 1) la classe dei punti interni al semicerchio 0(AB, ovvero 

• al semicerchio 0(A'B' — se X coincide con A, ovvero con A’; 2) la classe dei 
. punti intorni al semicerchio 0(XA’ — so X è intorno al -semicerchio 0(AB; 3) la 

• classe dei punti interni al semicerchio 0(XA — se X 4 interne al semicerchio 
0(A'B'. — • Precedente X' (noi senso A-»B, contro 0) si chiama ogni 

■ punto, il quale abbia X per seguente. Ved. P 12 e efir. P 1, « •. — Poi che il 
cerchio k è la somma logica del due semicerchi 0(AB e 0(A'B (P 39, 44 § 8), sarà 
cosi definita una certa ' trasformazione del cerchio in aè stesso ’ (e propriamente di 
k in classi di A), eoi spetta il nome di • senso A->B. centro 0 ’ compendiato 
nel simbolo • <r„, '. E so consideriamo che la dfoz. è simmetrica nelle due coppie di 
punti (A , B) e (A’ . IV) ne possisra tosto inferire ohe e*.»,, = Oo.«>.v : cioè che 1* equin- 
versione rispetto al centro del cerchio non altera i sensi di questo. — Si osservi 
ancore, che nessun punto di A è seguente di sé medesimo nel senso A -* B, centro 
0. Ecc. 

P 14 — Tr. • Sotto le stesse Ipts-, se un punto T 4 seguente X nel senso 

• A B , (centro 0) per certo X non potrà essero un seguente T • . Cfr. P 3 [Pon- 
gasi X’ - X/0 « Y : Y/O. 8e X — A e p. c. Y « 0(AB ~(A - iA’ (P 13), i punti 
X e A' giaceranno da bande opposte di OY (P 38 §3); onde X. come escluso dal 
semipiaao '(OY)A'. non potrà stare nel semicerchio 0(YA' (P 12): che 4 quanto dire 
X ~s «r<M,»Y (P 13). Se il punto X sarà interno al semicerchio A por (B centro 0) 
allora Y, come seguente di X, non potrà esser che interno all’arco 0(XA'), oppure 
interno ad 0(à'X'), ovvero uguale ad A' (P 13) — dal momento che 0(XA' = 

0(XA')u0(A'X'), qualunque sia X (P 12, ecc). Ma nel primo caso X e A', nel 
secondo X ed A. giaceranno da bando opposte di OY: onde X escluse dal semicerchio 
0(YA\ ovvero dal semicerchio 0(YA (P 12); mentre nel tono caso X cadrà fuori del 
semicerchio OfYB' : e in tutti e tre si verifica che X ~«o^>,»Y. — Infine, se X — A', 
o interno al semicerchio 0(A , B , ) si ritorna sui casi già contemplati, a traverso lo 
scambio di A con A' e di B con B* (P 13)} — Con la stessa facilità sì dimostra «he : 
P 15 — Tr. • Presi a piacerò sul cerchio A due punti X ed Y, pur eho diversi 

• fra loro e non simmetrici rispetto ad 0, delle due cose l'nna : o Y sarà un se- 

Socncrl un XI.. Sari» S*. Tomo XV , SS 
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. piente X, o X nn sepientc Y nel senso A -»B (centro 0) •. Cfr. P 4. [Se X 
coincide con A. U Tesi è vera soni'altro, peri «he A precede ogni punto interno ad 
0(AB e sepie ogni punto interno ad 0(A’B' (P 18). E se tanto X quanto Y sono 
interni al semicerchio 0(AB, sarà Y nn sapiente X, od X un seguente Y, secondo «he 
Y giace nril an» 0(XA'). o nell'arco 0(AX) : e invero nel secondo caso i punti A ed X, al 
pari degli A . À‘. si troveranno da bande opposte di OY. c p. c. X o A' dalla stossa 
banda ;ondo X »0(YA\ ece. Di poi. supposto X interno ad 0(AB, tua Y interno ad 0(A'B\ 
sarà Y un seguente X, oppure X un seguente X. secondo che Y giaco nell’arco 
0(A'X') o nell'arco O(X’A): e invero nel secondo caso i punti A' ed X, al pari di 
A' cd A, si troveranno da bande opposte di OY, e p. c. A ed X dalla stessa banda; 
onde X « 0(YA. eco. Gli altri casi possìbili — vale a dire X = A', ovvero X , Y * 
0(A’B'~iA ~iA. ovvoro X » 0(A'B' ~ <A' ~ *A e Y * 0(AB- .A ~*A' - si ripor- 
tano a quelli testé contemplati, mercé lo scambio di A oon A’ o di B con B', che 
non altera il senso A -» B]. Ne viene che: 

P16— Tr. • 1 punti del cerchio, cho nel senso A-»B (centro 0) preoc- 
. dono X, sono i punti dol cerchio, 1 quali non seguono X. nècoincidon con X od 
. X' : cori che di due punti arbitrari di A. purché non coincidenti fra loro, nè dia- 
. inotralmente opposti, uno deve precedere e l'altro soguire •. — Per la qual 
cosa, ogni volta che Yso.^.X, li punto Y' (P 14) - in quanto occluso dal semi- 
cerchio 0(XY e diverso da X e da X' — dovi* precedere X; quindi Y dovrà pro- 
cedere X*. 

P 17 — Tr. .8, sul cerchio k (P12), la trasformazione .precedente, 
.rispetto al senso A-»B. - eie* <P1») - non si distingue dal 
. senso B -» A • . Cfr. P7. [Se X — A, la figura òl^.X è lo stesso cho 0(AB' ~ 
~ i A ~ < A’ (P 16) e peri si confonde oon <r«,»,.X (P 18). Se X t 0(AB) A B. 

dunque interno al semicerchio 0(BA , la figura X — vale a dire 0(XA X~ 
,wX' — coincide con 0(Xff ~iX~tX’. che è precisamente <r*»,.X: attoso che i 
punti A o B saranno allora da bande opposte di OX. e per cons. A e B' dalla stessa 
banda. E se X « O(BA') B A', dunque interno al semicerchio 0(BA', la figura 

X — vale a dire 0(XA ~ < X ~ < X' — non differisce da 0(XB ~ < X ~ i X', cioè 
da <r^ A X; però che B ed A’, al pari di A ed A', saranno allora da bande opposte 
di OX, o quindi A o B dalla stessa banda. Appresso, se X = B, V eguaglianza 
mm 0(BA ~ i B ~ » B 1 prova sena' altro che c^.X — <*o..,«X. Infine so X=* 
— a', oppure X interno ad 0(A'B', sarà già dimostrato che X*»<r<>*vX, e 
per eons. che ^X — (P 18)]. - E ai potrebbe oramai riscontrare che: 

p 18 — Tr. . Sotto le stesse Ipts., e se C e D sono altri punti del cerchio k 
. non coincidenti fra loro, nè diametralmente opposti, il senso <r Vl . si confonde 
. necessariamente col senso o col senso «o,.,. , secondo che C precede c 

. segue D nel senso A->B, centro 0*. Cfr. PO. - La dfnr. P 18 dellWi'M 
«Afuse (nei punti d'un cerchio, o nei raggi d’nn fascio) non cede per simmetria 
ed elegania al paragone di tutte le altre a me note (Cfr. per es. B. Lavi, * Sai - 
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l'tguaghansa diretta e inversa delle figure ', in Periodico di Matematica, XIX. 
(1904); a i tcoroini «ho no deriTano non sono prpsi. man semplici di quelle, che 
si riferiscono nU’orrfrnc aperto nei punti d' uaa medesima retta (P 1-11). Per «Ititi 
codesto senso circolare o angolare (ds non confonder con gli ordinamenti 
naturali e coi sensi d'un fascio di rette) non possiede tutte le qnaliti del 
senso lineare: per es. l' operaiione significata da <?<,,*,• non 4 transitiva, cioè 
non consente un teorema come sarebbe P 5. 

P 19 — Df. • Allorquando fra i punti d' una ligula e la serie dei nnmeri natu- 

• tali più aver Inogo una corrispondenza perfetta, si suol dire che quella fignra è nna 

• * classe numerabile ’ di punti. E te i punti P, , Pi , P» , . . . P„ , P,„ d' nna 

• medesima classe numerabile (ciascuno essendo l'omologo del proprio indice) 

• giacciono tatti allineati, o si srolgono ordinatamente in uno dei sensi che spot- 

• tano al loro sostegno (P 9) — di guisa che il punto P*.i segua il punto P„ in 

• qnel senso, qualunque sia l’indice n — allora la classo ordinata jPf a P, , P, , 

. P, P. , P»*, .... prende nome di ' progressione ’ ( Fundamenlalreihe , 

. secondo G. Casto»), Anzi, una volta assegnati sopra la retta duo punti A e B 

• (A diverso da B) la progressione |Pj sari da chiamare * ascendente \ ovvero 

• ‘ distendente ', rispotto al senso A-»B, secondo che P„», è seguente 

• P„ nel senso A->B, ovver nel senso B-4A; cioè secondo che P„», segue o 
. precede P„ nel senso A-»B (P 1, 7, 8). — Un punto S della retta AB dicesi 

• • limite superiore ‘ d'una progressione JP| ascendente nel senso A -»B, 

• se S non precedo alcun punto di ]P| nel senso A -» B ; ma fra S ed un punto 

• che lo preceda, qual oh" esso sia — cioè fra S e ciascun a^S — giace sempre 

• alcun punto di }Pj. Similmente un punto I della AB sari ' limile inferiore ' 

• d’una progressione )Qi==Q,.Qi.Q Q*,Q~m discendente rispetto 

• al senso A-»B, qualunque volta I non segue alcun punto di )Q{ nel senso A -» B ; 

• ma fra I od un punto che gli succeda, qual eh' esso sia — cioè fra 1 e oiascun 

. — giace sempre alcun punto di |Q|. — 1 concetti di • senso ', di • pro- 

• gressione', di ‘limite superiore o inferiore' sono invarianti rispetto 

• a qualunque similitudine — tali essendo i concetti di sfera, di retta, di 
. segmento, di raggio, eoe. •. Ved. § 4, P 1 o 2. 

P20 — Tr. «Due limiti " Mori I ’ lun 1* altro distinti, d'una medesima 

• progressione } non posson coesistere •. [Poniamo che i punti S ed S\ 

quantunque diversi fra loro, sian limiti superiori d'una medesima progressione jP| 
ascendente noi senso A -> B (P 19). Uno di essi dovri seguir V altro in quel scaso 
(p 4): sia por o«. S* un seguento di S. Per Ipta. S non precede alcun punto di )P), 
ma fra S ed S’ deve cader qualche punto di (P| (P 19). Ora questi due Uriti sono 
contradittorl, In- virtù di P 0, 10]. 

P 21 — Tr. • Sempre che A , B siano punti distinti e qualunque siano gli 

• intori positivi i ed 1. sempre il punto di — cioè l’ i-esimo punto ipcrmedio di 

• A , B verso A (P 18 § 4) - precede il punto «r*_, e segue il punto A nel senso 
. A -»B: mentre il punto d u (Ivi) seguirà sempre il punto <f<.i-i •• [Dal fatto che 
i punti ipermedi e i mediosimmetrici di A , B verso A sono tutti nel raggio A per 
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» (P 18 § 4), mentre il ponto d, giace fra i ponti d,_, ed A (P 11 § 3). e 
fra d u ed A (P 18, 16 § 4) ei ritrae cbe d,., » |AB~;Ad,!. e 
IAdw-,1 (P 12 § »); ossia che e d M . «r*.,^, (P 1): ece.} 

1’ 22 — Tir. • E 1* serie dei punti d, , d, , d d, d, , d, — cioè 

< dei punti ipennedl di A.B verso A (P 18 § 4). ordinati secondo i valori cro- 

• acanti dell'indice — costituisco in |AB| e rispetto al senso A -» B una p ro- 

• greasioue discendente, che ha il punto B come origine, e il ponto A per 

• limite inferiore. Vod. P 19 •. [Invero quei ponti sono ordinati nel senso 

B -» A e tatti seguono A nel senso A -p B (P 7. 21). Di più. se C è un punto arbi- 
trario di iAB, qualche punto ipermedio di A.B verso A dovri cader senza fallo 

tra i punti A e C <P 20 §4): onde baata appellarsi a P 18]. 

P 23 — Tr. • Di nuovo eaeendo A e B punti distinti, ciascun punto A" del 

• raggio iAB, tutto ebe dato ad arbitrio, 4 sempre limite inferiore duna pro- 

- gressione di punti d M — cioè di medio-simmetrici della coppia <A . B) — discen- 
. dente rispetto al senso A-pB». [Se A'=»A, basterebbe invocare la P22, richia- 
mandosi a P 18 § 4 : si può dunque conceder che A' ed A siaa diversi fra loro. 

La traslazione di A in A‘, non alterando il senso A -» B (P 11), converte la pro- 
gressione d, . d, , d testé considerata (P 22) in un’altra progressione (eiiandio 

discendente) <T« . d', , è' : la quale avrà il punto A' per limite inferiore (P 19), 

e giacerà tutta in |AB, dal momento cho i nuovi punti, come seguenti di A’, do- 
vranno seguire anche A (P 2, 6). Or nell'insieme dei ponti medio-simmetrici di 
A . B verso A. «he giusta P 21 § 4 cadranno fra due olementi consecutivi 
quali che siano della nuova serie — p. es. fra <T„ e , n essendo un numero 
intero positivo — si notin quelli, per cui la somma degli indici i.t (P 18 § 4) 
prenderà il valor minimo; e di tra questi ai scelga 11 ponto a cui spetta il mi- 
nimo valore del secondo indico A e sia p. es. Dn tal punto è determinato ed 
unico per ciascun indico n; e ai può dimostrar che la serie (di punti medio-sim- 
metrici): 

d|,,i, , .... d<.j., •• • 

è ancora una progreaaione discendente rispetto al senso A -» B, ed ammette lo stesso 
punto A’ per limite inferiore. Invero il punto di.,,,/*», , giacendo fra i punti <f„», 
o <f„., , è obbligato a procedere il punto d’,», (P 10) e p. cons. anche il punto 
du, che sta fra e (P 5, 7, 10). Di più d,..,. sarà sempre nn seguente di 
A' al pari di d - ,», (P5): e se Ct è nn seguente di A', e però qualche punto della 
progressione f , , d', , f , , . . . giaco fra A' e C (P 19) — per ee. il punto d 1 ,, quindi 

anche i punti «f»,, , d„. — senza fallo anche i punti d Ur/ „ , d^. uU „ , . . . 

cadranno fra A' e (TJ 

P 24 — Tr. • I punti d u e 4i+i,n coincidono, qualunque siano gli indici ì , U 

• Ved. P 18 § 4 ». [Invero dal fatto eho d UI = A |d, (ivi) si deduce d, — A/d,,, (P 45 

§ 1) cbe ò quanto dire d,., = d M , t . Inoltre d„, =< d^,., (ivi): sicché basterà dimo- 
strare cho dallo ipts. iu ™ &u\.u e d,a_, ™ d„,,u_a nasce che d^„, * d,_, „. , . Ora, 
poi che in Ipts. abbinino cbe d„, lU « d,» 1<w ^/d u , , d, ™d(,,.„_,/d,,, lt , , 

e d,„i,,„i ■» , bisognerà che coincida con visto 
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«be se fra i punti U , V , X , Y , Z intercedono le relazioni V = U|X , X *» Y‘ Y e 
Y=«X|Z, la simmetria rispetto ad X, in quanto scambia fra loro i due punti V 
ed T tenendo fermo X. dovrà permutare l'un l'altro anche i punti X/V ed X/Y, 
vale a dire D e Z: onde X = Ò|Z. Ma per il supposto induttivo d* Wl , t - 1 t/d|*i,ti “ 
■“ dt,[_i/d (( i : dunque d,[*i , c. d. d-3 

P 25 — Tr. «La classe dei punti d,.i, prosi uellordiue in cui va crescendo 

• il numero / : 2‘, risulta ordinata nel senso A->B». [Invero dn /: 2‘ < 
Ì':V e secondo che /<»*. o » ■— i. o i > i\ si deduce rispettivamente 1.2'-* 
</',/<!', f<f . 2*-*'. Ma nel primo caso il punto d M coinciderà eoi punto 
àf.t.i 1 '-* e nel temo «aso il punto d,..,. col punto ty/J-u (P 24): dunque il punto 
Ì VJ t sarà sempre un a^. d w (P 21)3- 

P 26 — TV. - Se, per qualunque valore (intero e positivo o nullo) degli indici 

• i ed / si coordina al punto d u (P 18 § 4) la frazione l : 2* ; e, Ticeversa, a eia- 

• semi numero razionale (positivo • nullo) del tipo l:2‘ il punto d w ; nasce una 

• corrispondenza perfetta (univoca e reciproca) tra la classe dei punti me- 
. die-simmetrici di A , B verso A e quella delle frazioni ordinarie, il cui deoomi- 

• Datore è una potenza del 2 (cioè dei numeri rappresentabili, sotto forma finita, 

• con le due sole figure della numerazione binaria)». [Dalla dfnz. stessa dei 
punti medio-simmetrici (P 18 § 4) o dalle P 42, 44 § t è palese, che duo numeri 
interi (positivi o nulli) i ed I, tutto che dati ad arbitrio, spettano sempre ad un 
punto di detta classe in qualità di primo e secondo indice; c come tali non 
possono mai appartenere a piti punti diversi. Inoltre so per le coppie di numeri 
(«. /) ed (f , O.wroe «opra sussister» l'oguaglianui / : 2’ = /' : 2 1 ’, bisognerà che i 
due punti d,., e J,\r coincidano; visto che i punti d M . dw.i, t i , d,»,,... .... d, 

(se i < f). ovvero i ponti <W , dv.i.ir . de*. .... j (se i>s*) si confon- 
dono tatti in un solo (P 24). E se per contrario l : 2‘ 5 ( : 2‘\ anche i punti i M e 
4?X saranno diversi fra loro, grazie a P 26 e P 1. Eco., eco.]. 

P 27 — Df. • Sempre che A , B siano punti e A diverso da B, per " al Citta 

• di nn punto X qualsivoglia di AB. rispetto ad A come origine e a B come punto 

• unità " — ovvero 'rispetto ad(A.B)' senz'nitro — s'intende: 1) il numero 

• l : 2*. se X appartiene alla classe dei punti medio-simmetrici di A , B verso A 

• (P 18 § 4.i ; 2) il limite per » — « dello frazioni ordinarie decrescenti /,/ 2 f ., 

• /,/ 2‘- , /t/ 2 1 . 02*. .... già contemplate in P 28 e subordinate a ciascun punto 

• di |AB (ivi), se X appartiene alla semiretta A per B. ma non alla classe dei 

• punti d w ; 3) ti numero — tc, so X non appartiene ad | AB, ed £ sia l'ascissa 

• del suo simm etrice rispetto ad A (ved. P 36 § 8) ». — - I numeri , tj 2V, 
/*/2*. , . . - sono le a s o i s 8 e dei punti d ( „i, , d,. j. , d, t j, , che — giusta una legge 
assegnata in P 28 — costituiscono una progreseione discendente rispetto al 
senso A-»B, e avente X per limite inferiore. — Osservate, ebe anche il 
punto d u (gl'indici i od l essendo dati a piacere) può sempre aversi come limite 
inferiore d una progressione si fatta (P 23); e che in tal caso ti limite dello fra- 
zioni f»:2V per n =oo eguaglia precisamente l'ascissa del punto stesso, cioè la fra- 
zione f : 2‘. [Invero, se p. es. il lim che chiameremo h, fosse minore di 
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I : 2‘, qualche numero della serie decrescente U : 2‘. , l, : 2‘. , . . . , i„ : 2** , . . . — p. ea. 
Im'.Z'm — dovrebb'csser eempreeo fra A ed /: 2‘; dunque il punto du.u . spettante 
alla progressione onde si parla, precederebbe (nel aeoso A.— B) il limite inferiore 
K di questa (P2ó), contro P 19. E se per l'opposto l: 2* fosso minore di A, allora, 
presa a piacer la fruitone ordinaria />:2* in maniera, cbe //2 < <p/2*<A, il punto 
<f M dorrebbe seguire il punto Ki e precedere i ponti K.u , qualunque sia n (P 25): 

cosicché nessun punto della progressione i,„,, , d,„ i„ giacerebbe fra 

il limite inferiore d w e il punto rf*, (P 10), eontro P 19} — È altrosl manifesto 
che • Se per effetto d una similitudine i punti A . B , X verranno in A' , B" . X'. 
lasci san del punte X rispetto ad (A.B) sari uguale all'ascissa del punto X' 
rispetto ad (A’. B") ». — In questo modo a ciascun ponto X della AB corrisponde un 
«erto numero reale (l'aacUsa di X) positivo, negativo, o nullo: e cori la retta 
AB si rappresenta univocamente sulla classe dei numeri reali e riniti 

II valore tiro dell'ascissa spetta all'origine A* di |AB, il valore uno ai punto B; i 
numeri due. tre , quattro, . . . saranno le ascisse di A/B e degli ultrasimmetrici A, , 

A, di A rispetto a B (P 16 § 4); ecc. — Se non che dai principi svolti sin 

qui — cioè dalle sole premesse I-XXIIl — non appare che l’aniidclta rappresenta-, 
rione numerica sia conversivi o reciproca nelle due classi ‘ AB ' e • numero 
realo finito': vale a dire ohe ciascun numero reale e finito, tutto che dato ad 
arbitrio, ria sempre ascissa d'nn qualche punto di AB. È questo un fatto, cbe ri- 
sulterii dal priuc. XXIV ed ultimo. Ma la rappreseaUtione onde ri parla è senta 
fililo isomorfa; ossia non potrà coordinare un medesimo numero (nuionale o irrazio- 
nale) a due punti direni. In altri termini: 

P 28 — Tr. • Sotto la stessa Ipts., le ascisse che spettano a ponti diversi di 
< AB sono sempre divene fra loro • . [Dopo ciò che ri è visto in P 25, 27 basterà 
dimostrare, cbe se due ponti non coincidenti I ed T son limiti inferiori di due pro- 
gressioni discendenti rispetto al senso A -> B : 

q) . Km . • • • ■••• « ■?') K.S, , K,y, , K„r, .■■■ K..K 


costruite a tenore di P 23, non potrà dani che le duo serie numeriche decre- 
scenti: 


2*» ’2‘. ’ 2*> ""2‘. ' 


abbian per limite ano stesso numero L invero — posto che I (ad es.) preceda I' 
nel senso A-rB (P 4) — fra questi duo ponti dovrà cader qualche punto di ij), p. 
e« d u , u (P 19). Ora un tal punto precederà tutti i punti della tf) (P 5) ; c per* la 
fraziono U : 2‘- sarà minore di ognuna delle fraiioni è) (P25); dunque minore 
od eguale al limite verso eoi tendono por n = oo. Cosicché quest) limite, come 
maggiore od eguale ad /„ : 2 1 . , sarà certamente maggiore del limite verso cui 
tendono le altre fraiioni decrescenti e). Eco.]. — Anzi abbiamo cosi dimostrato un 
teorema più generale, cioè: 

P 29 — Tr. • E l'ascissa d'un punto arbitrario di AB (rispetto ad A come 
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• origina o a B come punto uniti) è minore o maggiore di quella di un 

• altro punto di AB. secondo che il primo preceda o angue il secondo nel senso 

• A B ». — E in modo simile a questo si proverebbe che. so il medesimo 

punto I si offre eziandio come limite superiore o inferiore di qualche altra 
progressione, ascendente o discendente. , dq'j" .... d," d ( ", . . . benché 

al tutto diversa da r/) e non conforme alla leggo assegnata in P 23 ; ciò non di 
meno la serie numerica crescente o decrescente glifi tii' 

nelle ascisse corrispondenti a quei punti avti sempre, per w i- co , lo eteseo limito 
che spelta alla serie e) (P 28). 

P 30 — Df. • Essendo X , Y punti arbitrari, purché diversi fra lcro, e « un 

• segmento prestabilito a piacere, che non si restringa in un punto; la frase “ d i- 

• ttansa di Y da X secondo u ” (come ' unità di misura') — simboleg- 

• giata in ’<Ut.(X,Y)' — sta invece di ascissa del punto Y rispetto ai punti 

• X ed D, dove U sia quel punto del raggio [XY, per cui succede che |XU| è 

• congruo con « (P 41 § 4, P 87 § C). Ma so i punti X ed Y coincideranno io nu 

• solo, allora dst,, (X , Y) varrà per dfn. lo zero, qualunque sia n ». — Se un’iso- 
meria qualsivoglia traduce i punti X ed Y rispettivamente in X* e Y\ la di- 
stanza di Y’ da X', presa rispetto ad u, sarà sempre uguale a dst» (X , Y), qua- 
lunque sia u : per la qual cosa dst.(X, Y) — d*t.(Y , X). Così è ohe — una volta 
assegnata quell imiti di misura u (o perciò anche la classe dei segmenti congrui 
ad») — ha un valore preciso la locuzione •mutua distanza dei punti 
X,Y •, o • lunghetta del segmento |XY|’; in cui si dovrà senza più rico- 
noscere un'invariante simmetrico di questi punti rispetto a qualunque iso- 
meria. Anzi la P 28 fa fede che segmenti * congrui fra loro ' e segmenti di •egoal 
lunghezza ' è tutt'uoo. 

P 31 — Tr. • Nell'anzidetia Ipte., se un punto Z appartiene al segmento |XY|, 
. fra le distanze dei punti X , Y , Z intercede la relazione ‘ dst» (X , Z) -f dat„ (Z . Y) 

• =dst« (X , Y) ’ •. [tn primo luogo suppongasi, che il punto Z appartenga alla 
classe dei medio-simmetrici di X . 0 verso X — p. es Z — d w (P 18 § 4) — o 
che il rimilo avvenga dol punto Y rispetto ai punti Z ed U' — premesso che 0' 
giace in |ZY, come U in |XZ. per modo che tanto |Z0',, quanto |XU|, siano congrui 
con « — cioè che Y — dVj- , 1» lettera <T indicando i medio-simmetrici di Z , U’ 
verso Z: onde avremo che dst. (X , Z) = l : 2', e (IsU. (Z , Y) — .f ; 2“’ fPSO.27). 
Inoltre sia p. os. s>i': ondo Y => dj,,*-*.* (P 24). Ora la traslazione d'X in 
Z (P 85 § 6). spostando |XZ in jZY (PII, ecc.) e p. cons. U in C'. convertirà ri- 
esimo punto i pennedio di X , U verso X nell' i-esimo punto ipermedio di Z . 0' 
verso Z, cioè d M in <f t , ; onde la traslazione di X in <f, , farà passar Z in 

'»• ■ -fò-fil''-»* ~ Shft'MS-ftF 

(P 18 § 4, P 39 § 6). Dunque ^ . o por conseguenza Y = 

(P18 §4): ossia (P 30) dst» (X , Y) = (i + 2^/) : 2‘ — (/ : 2<) + (f = 20 — 
dst» (X , Z) + dst. (Z , Y), c. v. d. — Di poi supponiamo che il punto Y sia 
dato come limite inferiore d‘ una progressione discendente d' ( ., r , . 
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, . . . (P 23); di guisa che dsU, (Z , Y) venga ad essere il limite delle 

frazioni ordinarie t. :2'Ì, f, :2<, t,i . . . . f„: , . . . per n = ® (P 80. 27). 

Allora, u poniamo per brevità Y.biTw, , avremo per dimostrato che tlsW (X ,Z) + 
-f- t n •' 2'» — iUt„ (X , Y„) qualunque sia a . dove il secondo membra fi l' ascissa 
del punta Y„ rispetto ad X come origine e ad 0 oomo punto Miti (P 30); e pas- 
sando al limile per * — oo si otterrà da ima parte la somma dst.(X,Z)-|- 
dat* (Z , Y), e dall' altra 1* ascissa del ponto limite Y rispetto ai punti X ed D (P 27), 
vale a dtre il numero dsC(X, Y). — Appresso viene l'ipU.. che il punto Z sia dato 

come limite inferiore d'nna progressione discendente d„.a. . Ji„i, , d,„ ( . J 

restando X , Y nello condizioni tosti accennate. Si può conceder che il punto d_,,_ e 
i suoi successivi giacciano tutti fra X ed Y : per la qual oosa è certo che, da m 
ia poi, dst,, (X , %.) -f- dst. (Z„ . Y) — dst,, (X , Y), se per Z» intendiamo il punto 
di»j.. Onde — passando il limite per a — » — si dedurrà come dianzi dst. (X . Z) -f- 
4- dst,. (Z , Y ) — dst. (X , Y) ; visto che dst (Z„ . Y) •» dst (Y . Z„). qualunque sia a. 
c ohe dst(Y,Z)«*dst(Z,Y). — Resta il caso che X si presenti come ponto 
limito: ma ormai supplisce il Lettore], 

P 32 — TV. • Nell'lpu. di P 16 §4, la distanza del punti A e A, sarà mal- 

• tipi* secondo < della distanza di A, da A, qualunque sin l'unità di misura». 
[Abbiamo da Pili dst (A , A.) - 2 dst (A . A,), e dst (A , A<) = dst (A , Afc.) + 
+ dst (A . A,); dal momento die A, * l AA,| . A,., « |AM e dst (A . A, ) = dst (A, , A,) — 
— dst (A.., , A,) (P 16 § 4, P 80). Onde il Tr. è vero per i— l. 2; e supposto vero 
por i'as-1, sarà vero altresì per i -■ s. Bcc.]. 

P 33 — Tr. • Sempre cho A . R siano pnnti distinti, se B’ fi un seguente li 

• nel senso A-»B. l'aseB® di qualunque punto del raggio 'AB rispetto ad A 

• come origine « a B come punto unità sarà sempre maggior che l'ascissa delio 

• stesso punto rispetto ad (A,B')». [Basterà che il Tr. si provi in ordine ai punti 

medio-simmetrici di A , B verso A. Ora indicando con d", , d 1 , .... ... . i succes- 

sivi punti ipermed! di A . B’ verso A, il punto d, procederà senza fallo il punto 
d', nel senso A-»B (P 14 § 4, P 2-4. 6, ece.); e, per la stessa ragione, il punto d, 
dovrà precedere al punto S , .... e 11 punto d, al punto V, (Induci.). Dunque l’a- 
seissa del punto d,, rispetto ad A come origine o n B* come punto unità, sarà mi- 
nore di 1:2* (P29); o l'ascissa del punto d u , essendo t volte maggiore di quella 
che spetta a d (<1 (P 33. 30). sarà dnnqne minore di l : 2‘, cioè dell'ascissa, che le 
stesso pnuto ha rispetto ad (A , B). Eoo.]. 

P34— Tr. «Cambiare il punto nnità sulla retta, tenendo forma l'ori- 
. gine (P 27), equivale a divider l'ascissa di ciascun punto per quella del nuovo 

• punto unità ». In altri termini, so p à l'ascissa dun punto B' rispetto agli 

A o B (sempre che questi punti A » B non coincidano e B’ sia punto di AB . di- 
verso anch'oso da A) fra le ascisse x od x di un medesimo punto X di AB (qual 
ch'osso sia), prese l una rispetto ad A c B. l'altrz rispetto ad A e B\ (P 27) inter- 
cede la relazione [Distìngueremo per mezzo di un apice i pnnti medio- 

simmetrici di A , B' verso A, da quelli di A , B verso A. — Grazie a ciò che 
precede, basterà che il Tr. si provi sotto l'ipts. che il punto X appartenga ai medio- 
simmetrici di A , B verso A: ad es. per X — d u (P 18 § 4). 1) E in primo luogo si 
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•apporrà ohe B' sia. un punto ipennodio di A , B verso A ; p. es. il punto d»., , <11 
ascissa ^ — 1:2* rispetto ad (A . B) (P 27). Allora — se » jS. A e p. c. rf w - 
(P 24) ~ mentre il punto d*., diventa tV,,, . il punto si eonrerto necessa- 
riamente in per effetto della sostituitone di II' a !!: onde x = 2 *- 1 . 1 — 

=i (2 : 20 : (! : 2*) ■* x : fi. E so por l'opposto »> A, ognun vede che il punto iper- 
medio d, si confonde col ponto ipennodio d' ( _*, operò i,, , con d'uau; sicché £ w* li 
:2<-* -» x : fi , come diami. — 2) Appresso poniamo che il punto 1? aia il (A — l)-eaimo 
lina gli ultrasimmetrici di A rispetto a B (P 16. 17. § 4); vale a diro il punto 
4.,» . di ascissa fi = k rispetto ad (A , B). Risulta da P 32 (qualunque sia l’ unità di 
misura) che dst (A , d.,«) k dst (A , d,.,) ; e che similmente (avuto riguardo a P 17, 18 
§ 4) dst (A , d,.,) <= 2*. dst (A , d M ): per la qual cosa dst (A , B r ) — A . 2'. dst (A , 

Di qui. tolto |AB'| come unità di misnra (P 30). 1 = A . 2‘. dst (A . d^,). Dunque 
l'ascissa del punto d,., rispetto ai punti A e B' viene ad essere uguale ad 1 : (A. 2*) 
(Ivi), e quella del punto J.j risulta l : (A . 2‘) (P 82). Dunque £ (t : 2 1 ) : A«- x : fi. 
— 3). Ciò premesso, se arvien che B* coincida eco uno qualsiasi dei punti medio-sim- 
metrici di A,B verso A — per ss. col punto d M di ascissa /f <■= A : 2* — basterà 
cho B si trasferisca prima in d»,, e poscia in d M . Per ciò che abbiam visto in 1) e 2). 
il primo cangiamento avrà per effetto di moltiplicare l'ascissa x del punto X per 2\ 
mentre il secondo farà divider per A l'ascissa 2 *. x cosi alterata: onde x' = x : 
(A : 2") = x : fi. — 4) Resta il caso, che B' sia limite inferiore d'una progressione 
discendente d*.,,. , d Al . a , , d t „ 4 , , . . . d» n .,„ , . . . a tenore di P 23. Pongasi B", sa 
• fin = A»:2'« (qualunque sia Vindice «); ondo fi — lini (A, : 2 to ) — 
= lim fin (P 27 ). fi essendo V ascissa del punto B’ rispetto ad (A . B) come 
diami; e con £„ si rappresenti l'ascissa del punto X rispetto ad (A,B’„). Avremo, 
per ciò cho si è dimostrato in 3). => x : fi, . a', — x ■: fi, , . . . £. — x : fin. ■ ■ ■ ; e il 

limito di questo Arnioni (crescenti insieme con a) per « — oo sarà uguale ad x:fi. 
Or se l'ascissa x' di X rispetto ad (A , B') fosse minore di questo limito, nell'in- 
tervallo fra i numeri x’ e x : fi vi sarebbe per certe una qualche frarione £ m relativa 
ad un punto B. della progressione anridetta: il che non può darsi, atteso che il punto 
B' precede ogni punto di questa nel senso A-»B (P 19), e por eons. £ è mag- 
giore di £ n , qualunque sia a (P 88, 8). E se £ fosse maggior di quel limite, 
preso un punto — che chiamerò B" — tra i medio-simmetrici di A , X Terso A. 
al qualo competa, rispetto ad A corno origine e ad X corno punto unità, un'ascissa 
compresa fra i numeri 1 •.£ e fi:x (comò sempre possibile); ia frarione reciproca 
di quest'ascissa — rnle a diro, por quanto è già stabilito in 3). l'ascissa x" del 
punto X rispetto ad (A.B") — sarebbe minoro di x' e maggioro di x:fi, e 
però B" seguente a IV nel senso A-4B (P 33, 8, 4, eco.): di guisa che fra B’ e 

B" dovrebbe giacer qualche punto della progressione li’, , B”, , IV, , . . . lì'„ ad 

es. B . ; onde x" < £ m (P 83, 8. eco.). Ma £ m <x:fi; dunqne £ < x ; fi, e questo 
è contraddittorio. Pertanto £ — x : fi. 6) Infine, so il punto B' non appartiene ad ! AB ; 
allora, posto IV, =B*/A, l'ascissa di X rispetto ad (A, B',) sarà uguale ad x : — fi, 
fi essendo anche qui l'ascissa del punto IV e però — fi l'ascissa di IV, rispetto ad (A ,B). 
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Ma Io 8 tosto onmero x : —§ esprimo a oche l’ascissa del punto X/A rispetto ad (A , B 1 ) 
(P 27); dunque il Damerò opposto, eioh la frazione x : ,1. sari l'ascissa di X rispetto 

ad (A, B*) ari)} 

P 36 — Tr. . Se, essendo A , B , C tre ponti non collineari, la rotta che unisce 
. due punti D ed E situati rispettivamente sai lati |AB| . |AC] del triangolo (e di- 
. Tersi fra loro) eia parallela al terzo lato, arri luogo la proporzione: dst(A,B): 
. dst (A , D) «= dii (A , C) : dai (A , E) — dst (B , 0) : dst (D . E), qualunque sia l uniti 
. di misura •. Buoi.., lib. 6», prp. II. [Se i due raggi | All , ; AC si rifcriacon tra 
loro ponto per punto in maniera, che dnc punti omologhi quali che siano giac- 
ciano sempre sopra una retta parallela a BO (o coincidente eoo questa), e se 
U , V siano due punti omologhi scelti a piacere (pur che diversi da A); lo ascisse 
dei punti B e D rispetto ad (A.D) saranno eguali alle ascisse dei punti C ed E 
(omologhi a quelli) rispetto ad (A . V) : atteso che da P 24 § 6 e Induci, ai deduce, 
che l'r-mo punto ipermedio di A,U verso A corrispondo all's-mo punto iper- 
modio di A. V verso A, e che sodo omologhi ancora due punti medio-simme- 
trici dello due classi ogni volta, che gl'indici non ditferiscon dall' uno nU’altro 
(P 27). Or, ae V' è quel punto di jAC, che dista da A quanto U, e sia tolto V in 
vece di V cerno punto uniti, le nuove ascisse dei punti C ed E saranno eguali alle 
antiche, divise ciascuna per l'ascissa del punto V rispetto ad (A.V) (PSd): perla 
qual cosa, detti «eri segmenti |AC|.|AV|, si avrà (P 30): 

dst. (A , B) : dst. (A , D) - dst. (A , C) : dst, (A , E) - dst. (A , C) : dst. (A . E) 

Appresso si effettui la traslazione di D in B, per la quale E si trasferisce 
in on certo punto F di BC ed A in un certo punto 0 di AB: onde FG parallela 
ad EA, o le coppie (A.D), (D , E) congruenti allo coppie (G.B), (B, FI (P 33, 
30, 38 § 6). Anzi il ponto F, avendo rispetto a (B . C) la medesima ascissa di E 
rispetto ad (A, C), sarà interno n JBC| (P 10,29); e cosi G interno a |BA|. Dunque, 
per quanto si è visto or ora • dst (B , A) : dst (B , G) = dst (B,C): dst (B, F) ». 
Ma dst(B.G)«*dst(A,D), o dat(B,F)-d*t(D.B)(P30); per la qualcosa: 
dst. (A . B) : dst. (A , D) «= dst. (B , C) : dst. (D . E) ; eco.]. 

P 36 — Tr. » E se, viceversa, dai raggi 'AB ,|AC si staccheranno i segmenti 

• |AH|,|AKJ, la cui lunghezze (noa nullo) sian proporzionali a dat (A , B) e 

• dst (A , C), la ietta HK sarà parallela alla retta BC ». Eccu lib. 6°, prp. II. [Se 
HK non è parallela a BC, nel raggio |AC vi sari nondimeno nn punto K', per 
cui la retta HK’ 4 parallela a BC (P8 §6, eoe.): dunque tale che • dst.(A.B): 
dst. (A , H) = dst.(A, C) : dst. (A , K’) (P3ó, ecc.) •. Ma per Ipts. . dst. (A , B) : 
dst. (A , H) = dst. ( A , C) : dst. (A , K) (P 30): dunque dst. (A , K’) = dst. (A . K). 
Onde i punti K e K'. benché diversi fra loro, avrebbero ascisse uguali rispetto ad A 
come origine e a V come punto nnità (P30): il che non puh stare (P 28)]. 

P 87 — Tr. • In qualsivoglia similitudine è costante il rapporto delle lon- 

• ghexze di due segmenti omologhi. Ved. P30 ». [Graiie a P 83 §6, basterà che 
U Tr. si stabilisca in ordine all'omotetìa jo*j (P 28 §6), dova O.A.A’ son punti 
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collineari e distinti, anni A' appartiene ad |OA. Ma in questo ciao risulta da P 35. che 
le lungherie di due segmenti omologhi quali che siano stanno fra loro nel rapporto 
dst (0 , A) : dst (0 , A*)]. 

P 38 — Tr. • Se gli angoli .Y . BC , B . CA d' un triangolo |ABC| sono congrui 
.rispettivamente agli angoli D.EF.É.FD di un altro triangolo [DEF|, le luu- 
. gli erro dei lati [AB|,|BC|,|CA| del primo saranno proporzionali a quello dei lati 
. |DE|,|BFt ,|PD| secondo». Bcci... lib. 6°. prp. IV. [Por Ipta. esiste un'iso- 
meria che sovrappone l'angolo Ò.EF all'angolo A.BC, tradneendo D in A, e i 
punti E , F in due punti K' , F’ dei raggi |AB ,|AC rispettivamente. E poiché, grazie 
a P 19 § 5, P 4 § 6, eco., la retta E'F’ risulterà parallela a BC (seppur non coin- 
cida con questa), si ritorna a P3». — Per la prps. reciproca si può argomentar 
come Eoci,. al luogo citj —Del resto, ciascuna «li queste P 37 e P 38 é conseguenza 
dell'altra in virtù delle P31, 34, §6. 

Dagli ultimi (atti sarebbe agovol cosa dedurre — presenti i §§ 1-0 — quasi 
tutte le prps. 1 del lib. VI (non tho dei lib. I-IV, come il Tr. di Pitagora, ecc.) e 
quelle che ne derivano: intese per altro come rtlasioni numeriche fra le mutue 
distante di tre o più punti dati. Nè puè rimanere alcnn dubbio circa la possibi- 
lità di svolgere tutta quanta l'ordinaria Geometria Elementare dai soli principi I- 
XXIII; perchè in ordine \W equivalenza dello figure, alla misura delle aree e dei 
volumi, occ. siamo liberi ormai di seguire, in tutto od in parte, le vie tracciate 
da F. Scmrn (■), Racsbnubrokr (-*), L. Gerard (»), G. Vbkombsk (<), D. Hii.rhrt (»); 
con facoltà di appellarci alla misura delle distanse (P80, 31, eco.). Onde la 
Geometria Elementare — cerne Geometria 'del compasso ', ovvero dei punti 
ohe sì rispecchian nel campo numerico Koclidiano (♦) — si paleaa anche qui 
indipendente dalla continuità della retta neU'acoeziono dì G. Castoro, « in 
quella più comprensiva di B. Dkdbkind (*) ed H. Wkfirr (•). — Ma la necessità 
di qualche nuovo principio si fa innanzi ogni volta che ei proviamo a Invertire la 
rappresentazione della ‘ retta ’ sul ' numero reale ', qual' è definita in P 27: vale a 
dir se si vuole eh' esistano punti, la cui distanza da un punto dato, secondo una 
data unità di misura, eguagli un numero prestabilito a piacere. Dopo quanto pro- 
cede, il modo più naturale di giungere a questa inversione — o, come suol dirsi, a 
distender la variabile numerica reale (escluso il valore ‘infinito’) sopra 
nna retta arbitraria, eoe! da ottenere una corriepondenza perfetta fra i 


C) Sit*nog«b»ricblcn d«v Dorpater Natorfoicher Gcwlliehofl, Jahrg. 1892. 

(•) Usili, Ansai,. XLIII, 1893. 

(•) Bull, da la Soc. Msth. do Franco, XXIU, 1895, 

<*) Atti del lt. IsL Vonoto, Vl-m. 1894-05. 

(•) Foouclirm «ni Foicr dcr EatbOUong do. CAUS-Wobet-Dcnlusal. UMtingea, 1899. - V«dl 
anche G. B. Ha laro. Ratinai Oetmetry, New York, 1904 (Chap. X, XII). 

(*) G. Castslrcovo. • Sulle rMusimu dei patitemi geometrici, ecc.’ la • Qoeetioai di 
Geometria Klcioontaro raccolto da F. Knriqi'Ks ». Bologna, 1900. 

0 * BeitrAge x. Begrind. d. traetfn. Jfngalehre \ Math. Annoi. XLVI. 1895. 

(•) ‘ Stetifkeit u. imuin. Zuhten ', 1872. 

<•) • Algebra \ 1898 (roL I. cap. 4-12). 
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punti di questa a la clan.» dei numeri reali e finiti - eaA di accettare il 
tegnente : 


Postulato XXIV. 

P 39. — Sempre che A * B siano punii, A diverto do B , qualsivoglia pro- 
cione »u. u . K.u disdente rispeUo al senso A*B. 

che si pai istituir nella classe dei punti aedio-simmeiriei di A , B verso A, 
possiede un limite inferiore. Ved. P18§4, P 19. 

P40 — Tr. • E data a piacer sulla retta una progressione ascendente, o 
.discenderne, rispetto al senso A -» B, osiate sempre por essa uu limite supe- 
. riore, o inferiore; purché tatti i suoi punti precedano, o seguano, un 
. medosimo punto di AB ., [Si può conceder che la progressione |B.I = B.,K lt 
E, onde si parla sia diseendente; perchè — detto P quel punto f 

che per Ipta. segue, o preoede. tutti i suoi punti; e posto (qoalunque eia l'indice i) 

1? ( = */P - la serie !B’.( af,,?! . E' E' è «ma progressione in 

senso contrario alla prima (PII. 19): o se l’uaa arri un punto Inulte, bisognerà 
che il simmetrico rispetto ad P sia punto limito dell' altra. Ancora si può conceder 
che la progressione |E„f giaccia tutta nel raggio |AB: se ao, basterebbe sostituire ad 
1B.I la progressione, eziandio discendente, (K'.J, che nasco da (EJ in ritti della 
traslazione di P in A (P 11, 19). - Ora In pii modi si può trorar nella classe dei 
punti medio-airametrioi di A , B rerso A una progressione (doj.i eornpe nettante 
|E»i; tale oioè, che fra punti «onsecutiri d una qualunque di eeso giaccia 
sempre alcun punto dell'altra; di guisa che il limite inferiore dell' una o dell' altra 
(ore esista) sia tale necessariamente por tntt» e due: ma qui basta usar della regola 
che assegnammo in P23; indi inrocare sulla progressione normale U pn»- 

cip» XXIV (P89)J. — Il Lettore può constatar facilmente che — detta ij. l'ascissa 
del punto E. rispetto ad (A , B) — le duo seri* numeriche ij, ed 1. : 

l t . ; 2‘. , . . . arranno necessariamente ano stesso limite finito, per 

asm; e che pertanto le ascisse dei punti d'una progressione arbitraria come 
sopra tendono sempre all'ascissa del punto limite. Beo. 

P 41 — TV. • Qualunque numero reale e finito sarà sempre ('ascissa d’un punto 
. determinato ed unico (della retta AB) rispetto ad A come origine e a B come 
. punto unità •. [Intero ciascun numero re ale positivo e, tutto ohe dato ad arbitrio, 
si può sempre a'vor come limite, per »-», d'una serie di frazioni razionali 

“ n *•»•*» inUri P°“ Uri ed f " : ‘" m,n,r ® 

di e.,, qualunque sia n. Ora in più modi si può costruire una serie nume- 
rica del tipo A : , f, : , . . . A. : tf. . U, : «•» »- - <• PO* 1 »” ei 

2*. minore di ù., : V-~> qualunque sia n. che abbia por * = x lo «tosso limito 
e della prima: basterà, come dianzi, che ln-csimo termine U: 2‘. della nuova serie 
sia, tra le frazioni ordinarie irrldnoibili della forma l : 2‘, che hanno valori com- 
presi fra <„:«» ed e»-, quella che rende minima la somma i + f, e mi- 
ni m o il numeratore l. D’altra parte sappiamo, che i numeri /, : 2‘. , f, : 2‘. , . . . L : 2‘. 
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, . . . sodo precisamente le «scuse dei punti , d,.,i di.j. (P 27); i 

quali perciò si offriranno ordinati, sul raggio |AB. secondo una progressione discen- 
dente rispetto al senso A-> B (P25), e tenderanno ad nn limite (P 80) il quale arri 
per ascissa il dato numero e (P 27). Che poi quest’ascissa non spetti a nessun altre 
punto di AB, si è già detto in P 28} — Data ad arbitrio la progressione numerica 
crescente o decrescente e t :ri , et: ri — le e e r essendo nnmeri in- 

teri positi ri — nn'altra serio numerica dei tipo )/. : 2‘»| , che per « — oo ha sempre 
lo stesso limite di quella, sarebbe ad esempio /, : 2' , l, : 2* , /, : 2’. . . . /„ : 2* , f n .i : 2**', 
... ; dorè U sia il numero intero (poeitiro o nullo) determinato univocamente dalie 
condizioni l* : 2" :< c„ : /„ < (A. + 1) : 2", rale a diro il massimo intero contenuto nel 
razionalo (e„ : r«)2". Se non ohe la serio dei punti d,u. , d tJ , .... .... a cui si 

perriene con questa leggo più semplioo. non è sempre una progreeaione giusto 
P10. 


APPENDICE 


Nota 1*. Definire, io «raso lato. Tool ih» circoscrivere « determinare no concetto per ri» di 
prepotirioni o giodist (Dcfinirioso ' reali' od * implicite '): me lt definiiione propriamente detta 
— definiiione • Mutinole ' od • etplkiln — non b »ltro per noi ebo “ imp bilione di nomo n 
«n poppo quaUtoglio di perciò o di segni "i o, Mii melo, u a'Mmianme di lingueggio (perUto 
• seriltc) espuse di rispecchiare od indurre ano qualche eoudeuatiou , tidee. Data one froeo. 

un'eeprcMione o locuiiono qualsiasi F (e, 4 ; p.<j \ comprate di termini o segni parte 

logici (■), per e», a . i # parte geometrici, come p.f ..... «pomo ci conrerri di allottare an 

tolo termine n m(m g. o una freae pili semplice e piti inancggeTolo ti, per imllcare e rappresentar 
net diacono quei proppo di segui e db ch’teso dinota ed oprino: al che nulla et oppone, senape» 
che g e « ai»» termini o frasi attualmente aprorririe di contenuto geometrico. Una tal conron- 
rione ai stabilisce o ri con tenni eerirendo ad *a.: 

g«F<«,i....;p,f orrore 0 = F <«,»,. . . : f.g , . . 


dose il segno 6 da legger 'iigni/(ee', oppure “ 1 ugnale per definiiione e “: » questa identità 
conreimionalo » ribebe si chiama dofni. esplicita o nominale del termino g o della fraao fi. 
I/cs pressione F (e p , g ... .1 sari il definirete, g o G il definito. Carattere eesoiuìale della 

dfnr. 0 la Cacciti: di poter sostituire a piacer» il definito al definirai». « rieerersa: « per db (dal 
punto di riria formale) non importa nemmeno che ria esattamente conosciuto il valore dei termini 

geometrici p.f,...: ma basta che il simbolo g o 0 scolto n rappresentare F (a p . ; ) 

sin Tergine di significato geometrico; ossia non esprima geometricamente qualcosa anche (bori della 
defns. in parola (')• 

Il piti dello mite !a dCna. è retta da sia' tpiheri s cioi le sta maturi un cappello, doro si pon- 
gono alcuno conditiceli o rcstriaioni circa i concetti significali da a .i p ,g , . .. Queal'lpta. h 
allora parie Integrale della dfnt., e non dorrà’mai separarsene; ponto che la rappresentabilità di F 
per mesto di g o 0 t 'intenderà stabilita e concessa in qnei sol! cari, eh» Tipt*. riessa contempla e 

Fono t'nfirio della dfni.. Intona some abbi am detto, parrà troppo modesto: eppnr non t enne 
dt poco, te si rilette cho la noetn ragione sarebbe adiirittora impotente od abbracciare, distinguere, 
raerieinare, connetterò, insomma a signoreggiar eoi discorso le idee più complicate ed astratte, senta il 
beneficio di potorie tesare od eroe are ad liiitnn per metto di eemptiri parole o di frati molto concine. 


» por lo pii n ecciti 


. re da attribuirò a quello parole, h discorso pcrdcrcbl 

a. » sarebbe addirittura impossibile, se fatuo ' * *- - J ' ■- ■** " 


ri menomata o distrutta la facoltà di 


te appellarci a cedente notioal (eortea.'i logiche). Il eoi storilo appartiene alla Logica 
f i Cosi p. et. il bambino, ebe ancor non intende totto il rotore dei termini ' marito * o 
* moglie pub reo dimeno imparare a serrimi utilmente della dfnr. ; • Cognato ■=< Fratello dot 
marito o della moglie, o marito d'una sorella .. 
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nari «he Attrarrne 11 riro di lunghe prriftsei. Considerate »d m. quali c quanti fatti geometrici, 
quante relaiioal e ptnporirioel kd contemplate Implicitamente e, per cesi din, condtiuatt, stila 
soli norione di 'figure congruenti ’. 

Nota 2*. Molto (etera ali' intal lisina dei fatti geometrici Tarar tempre instali tnt’im- 
«wjiae •' rapprencntarionc iatoitira del ‘ponte* e dolla * sfar» d’mi ponto istorso ad an 
altro'; eolia Tallite di contemplare il lento reale e concreto, elle Tote annotto al fi odili 
come “ A , B , C tono ponti, e C ditta da A qoanto B ". Se » rem che . nlcbll «t in intelleetn, qnod 
non foerlt in tonte o (AnttTonu) o elio • ogni iman tapiro ha principio dalTintoiilom • (Kurr) 
non tari inai io perdio appellarli anche ai meni pii portolani ed empirici per meritare e 
rivide»» nei giorni ogni torta di cogniti osi intaHire e tperlmeotali mi rari oggetti geome- 
trici. Si poti are» on* immagini del ponte contiderando ad «tempio on granellino di polene, 
il foro prodotto dalla posta di on ago in on foglio di carta, o«.: la sfora ai pub concepir comi 
tupcrOrio d'nn corpo rotondo, qnnle ad sa. ana palla, an arancio, nn globo arti dolale. Se nn'attd 
rigida » Sua da on’oatremlti — tia per et. A — ma poh gira» Intorno ad A corno pernio, le 
poniiioni dell’altro «tremo B porgono immagine del rari pasti ebe " dlitnn da A qaanto B *. Goti 
nn dio tuo tra doo ponti A o B, ono dei qnali aia Suo, potrà icrrire n darei sn'idea coti della 
• fera B*. coma del tegmeiito |AB|: eco. E la pìb |iarte dei nostri assiomi ti presterebbe assai 
bene a rondelle iporimestall; da Istituir p.«. aop» alitemi articolati di templleittima ■ trattura; 
o col tumuli" di fili oppor! osamente saldati dall* un del capi alia trama il'nn telaio rigido; eoe. 

Ma la Geometria. come ectenia fornaio, potrebbe anebe reggerti ed «tee» intesa, par tenta 
mai fa» appello al contenuto intnitiro o fisico de' ioni concotti primitivi (il * ponto ’ o la ‘ tftra ’h 
perché una mente educata ilio idee generali o sorretta da onadiacnta facoltà di attraitene, dirlen 
«pace di percepire, oltre II tenae logie» attratto, anebe il netto delle varie prepoaliioni 
o lo lo» veci deduttive, le eoncateneiione delle parti e 1 io» rapporti col tatto, eco., tei che 
intenda alle proprietà cardinali, ebe i rari assiomi o poetatati delia Geometria eoaferiacono a quello 
nozioni primitive; o ti richiami collantemente alle dfat. dei rari oggetti onde tl parla. Quel che 
importa tona ogni noia ♦ la prati» del ragiona» con «attuta; tale a di» la cognitione sicura 
dai rapporti logici di princìpio n «onaegoenin; insomma l'arto o la facoltà di rottamente 
argomentare e concludo»: facoltà ebo la Geometria contribuisco, dei rotto, a erllnppuo o pro- 


Kota 3*. AUotqanndo ti snnetto alle idee primitire un contenuto fisico, gli ' «rettomi ’ 
o ' prvpotiiimi primitivi' sono sUtrmsiioni gratnlte, giudici pii; o mino evidenti, che non 
ti dimeetrano, ma con l’aiuto dei qnali ai riesce a provar tatto il retto par ria di ragionamenti 
inoppugnabili. Convieni accettarli tenia dieeomione, contentandoci d'oca coltella iatoitira v tpe- 
r intentalo ; ritto «he non li pub dlmo tirare ogni rota. Dal putto di riti» fermale (e ti chiamano 
allor ' portatali ') apparircene lattee qnali "condiaionl, o prometee, da uni dipendo la vali- 
dità o conaiatonia di tatto il siatemi" — cioè di tutte le conclusioni a Cai ti perviene. la 
ogni modo »i aggirano tempre interno ni concetti primitivi (tin poro Indirettamente, voglie di» 
attraverso una serie di dafni.'); e I» verità loro, quodo sin conosciuta ed ammorsa, b garanti» 
inficiente per la verità delle alt» prp«.‘ — clob di tutte le * pepar. 1 derivate ’ o • teoremi Ma 
(come abbia» dette) ti ptt> anche fan astrattone dalla verità o falsità di queste premeste; ritenen- 
dole in guisa di eoadisioni (né vt». né Calte) che nsl In» insieme eoitltulieooo “ una dfnr.» 
implicita delle Borioni primitivo "i scruni che vengo meno porcib la stabilità e Ttraoola di tutto 
quanto il ristorna corno cdllliio logico. (Ved. Nota 2*). La prima volta 11 Maestro cosi parli ai 
discepoli: • Concedetemi la verità di codette prptz. 1 primitive; ed io vi conduco man mano, per 
a via di tuecsttive deduzioni, a dover riconosce» la verità di tatto lo alt» prpet 1 geometriche, 
e GII aesioml sos come il temo di tutte le verità geometriche: ma i germi di queste non ti 
s avolgon da qaolli, » non tini fecondati dal niiocialo. A quello modo l'ittltulnce, p. et., la Geom.* 

• e l'Aritmetica; in ciò conritte to mm a rl a men te il processo dedali ice. che infrema tulle quanta 

• la Matematica pnrae. 

Il dire, che ana «ria pepe». P “ f ooiucyucaia ” di altre prpss.' A , B . . . — o che •' dalie 
A , B . . . . ti deders la P " — significa appunto che un essere dotato di ragione, Q quale ammetta 
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per vere 1» A.B.... noi . 

sui U A . B o negure ad un tempo la P. — Otterrete «he I* A , B [rivanno oaaer eon- 

•«maina di altra pipa.' A'.IT, . . ; c «pala a lo» volta di ultra A" , B". . . (per la <l»al eoa aneli» 
P uri deducibile dilla A", 8"....) < «et rii: uva ben cintando cono non el aia dato 11 prolungar 
canta fina qnaafwdino di auceoaatre riduttori (• di qui naaeo llmpocaibfllàà di prorara ogni coca». 
Patri nondimeno «radere eie. preeegueado in quelli maniera, ai giunga sii un pieeoi numero di 
prpac. 1 m.f,... aaaai maooggoroli o credibili (voglio dira «ridanti a ebiunqn. «onaldata il aeneo 
ùrico 0 connato delie ululoni c «guru onda ai parla) » dall» qaali ai pota» inferir non aoltanio 
la prpac* P. ma al ancora tutto llnaiom» dei (latti, eh» Import» alati 
convertii di accettare quest» in qoallti di principi. «t»« « 


Scio geometrie 0. Pur ri cari in ogni modo ni 
principi: onde una ateaca prpac.. eh» un gnomi 
atrarla con In Molta di nnori principi: eoe. Ma, tc daMnn poetatalo dota apparir corno fatto 
' evidente par ci medeaimo • a chiunque eoairiikn il evoco concreto « poniti» del tannini gnoma- 
triti (onde il uomo di a>> inma): non co») nei riguardi dallo Geometria quia acicnca aatratta 
a formale! dova gli eterni principi ben al potranno e dorranno afone eoltanto per aondlctoai 
o proacri doni, «ha «'impongono agli enti non definiti («eroe aatebbero il • punto • o 1» 
• «fare ■) acci* di raatrlagcc man meno ParMtniietà eh» li circonda e dotarmi acme in qualche modo il 
concetto. Ondo ciaitun perniato coggalU un nuo» carattere tmprouo nelle noiioni primitive (di 
punto v efori): e «nel dallluicme dei peG. 1 mariteranno poi definita implicitamente queete 
noiioni (Ved. Nota 1*). Del primo punto di vieta, i principi I. Il e DI li 1) parranno «ci'ataon 
dubbie afibrmaclonl anpctfiu» (In quali dlebtann verità troppo ovvie): non eoe! dal «tondo. B 
invero, ehi non abbia riguardo al collutto valor della fra»* “ C dieta da A quoto B ”, non ha 
moti» di ritaoere ««'alt», ehi B ditti da A quanto li ; do» che una rolaiione fra punti, non 
ancor definita, mi già dealgMln a quel modo. necaeirUmente intareedi fra i punii B.A.B: e 
molta meno ch'etti ria convereiva o traniitiva riaprilo i B e C('). 

Le pipa.* primitivo «maantono Caio per ea*>n decidere. ae due dati oggetti apportaugooo, 
e non appartengono, alta categorie « ponto ‘ e • afe» 't « Unto botta pereh» I * ceaerifi generali ' di 
punto e «fera ti poetati .lire «quiriti « determinali. Ma un'anallei un po' pi» minata ad in- 
trimaa (tuli» quale non 6 opportuno donatatele) permetterehbe oltroai di enunciare un vere e 
prepria definiciout nominalo di qui «meriti generali, attignendo di ducono le qualità 
earitterletiehe. A mia dfoc. rifatta — ohe riuacirebbo avuti alcun dubbio 
pretino — iupplleeono In pari» i pati, geometriei: merci dei quii il Lettore, ari 


nottole di qui «he poeeoe rigai acaro ed eaprimore il ponto o le itero. I concetti derivati («enee 
dì ‘rotta’, ‘ piinot', ‘ aegmenta oec.) riauitu poi noti e driemniuti nella aletta minuta 
dei primitivi. altraveT .0 lo adiamo dillo dfne. nominali (Nota !*>. Eer., oec. 

Nora 4*. Di due figure F.F*. il dire che l'uu. p. ce. F. "ai rappreu afa «are 
«eco maire atiTeltra " o •' ai irat ferma luaiwraimeate nitratori " » per rignifiooro qoab 
menta * a eiucau punto di F # mieriinale un certo punto di F' ed un» eoio " in viri» 
di quoleho rcUciou eaiatenta fra l'un» e Filtra figure. I tannini • rapprmntaiioiu • trmfar- 
la ri ai che eiiaeuno con giungo i nomi di duo figuro (traafer- 


(*) Non tutte lo re talloni con rifletei», convenivo c tranciti»: p. ec. U retarione di paren- 
tali “ Ticio » figlio di Caio ” non poh aver luogo, ee Tirio e Cai» coso la eteeu poreoua; o» po» 
atavo lutarne eoa U eonmrea “ Cai» b figlio di Ticio a» per cuer TU» figlio ili Ceio, e Sem- 
premio figlio di Ticio, accadrà che Sempronio ria figlio di Calo: eoe., «ce. 

(•) 1 concetti (aritmetici c geometrici) di * traeform..* * fondane \ 1 corriapondenta ’ 
e rimili — che appena ri ditVinguon fra le», e rientrino In quello piti generalo di 'relacione • 
— apri tono di pica diritto alta Logica: o tatto «6 che diremo in quoti» rubrica rata eviondio nota 
Vipta. cho F.K ilcaotiaio citati o aggregati ili quatalvogli» naturo, doto per 'Muto' ri legga 
• individuo • e per ‘ erineident» ' eguagliau* \ «oc. Ted. p. ea. G. Peano. Fermatane m 
fi», vd. V, p,g. TS (Torino, IMO). 
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aulone • di F la P rappresentazione * di F copra V \ tea.) ed iarolge cbe l'un», F’.nU imilt- 
gine dell'altra; citi I* rispecchi aoeondo bus logge qualsiasi, por modo che clescan ponto di 
F richiami c determini mi esrto ponte di P ed ano solo. Si sottintendo — come nell’idcn generai 
di ‘ falli ione ’ — che da ano ole»» punto di F. o da più ponti ogasli ha loro in F, la 
nostra monte aia sempre portata sopra nn salo ponto di P. o sopra ponti eziandio coincidenti 
fra loro (nnieoeiM): ma la scambiorolezu, o reciprocità, dolio don figaro non è presupposta. Le 
doe figaro F od P poeaon confonderli la onn; ciò* ai diano eilandlo trasformai Ioni o rappresentazioni 
*dW figaro in si stessa': per esempio et Pana che l'altra potranno anch' esser tati' ano con 
la • classo dei ponti ’ o 'spezio' (P 1 1 1); cado si amano trasformazioni 'dei ponti in 
ponti o rappresentazioni ' dolio spaile ansi medesimo ’s sec. Qualunque Tolta 31 denoti 
ina rappresentazione onice» di F In P, od A an ponto arbitrario di F. f iassugias o tratfor- 
malo di A eoeondo SS (o ' per rasato di SS ’j s'indica con • SS K 

Non » dette che • ponti distinti * della figari F al spceeliino in ‘ ponti distìnti '; ni che cin- 
se «u ponte della figaro P sia sempre immagine di qsalche paato di F: ma re la prima di q oro te 
cenditioai tari soddisfatta, la trnsformuiono i da chiamare ieomorfa ; e, sa si accerano on trombe, 
tari da chiamar renoerst'M, o reciproca. Dunque ‘isomorfa' ogni trasformazione o rappresentazione 
di F in P, per col succede, che cestire pernio della P » subordinato a pii pnnti di ceni In Fi 
■reciproca’ ogni trasformazione isomorfa di F in P, se ciane oc ponto dolio P determini an 
ponto della F, di Cai sin l'immtgine. Pertanto se i data ana trasformazione reciproca di F in P 
— e sia per OS. / — aari in pori tempo assegnata osa trasformazione, eziandio conrertiva o re- 
ciproca. di P in F, in rirth dalia quia a ciascun ponte A' delta figari P h subordinato quel 
ponto A di F.cbe £ converte in A': ponto determinato ed anieo, in quanto £ » isomorfa per 
definizione. Questa nuora tra. formali ime. associata alU £ e da £ individuata. prendo di nome tra»- 
• formazione incarta • di £, e s’indi» con £. — Allorquando un figura F ti spocchia in uo’iltra 
P por mezzo d'uni tneformatlone reciproca £ — e p. coni. P ni rappresenta nnitooamonte 


sopra F per mezzo della trasformazione inrerss £ — si suol dire chs tra le figure F.F' in- 
tercede " ani corrispondenza ptrfHla, antro» e reciproca, aniroon in erodo issasi o Un- 
ni noce, eee. *| o che le dee figure non " riferite fra taro, punto per ponto " (r. Svaudt). — ' Tra- 
sformazione identica ' (d'ut figura in ab stessa) e quella nppnaeatazlono per eoi ciascun ponto 
coincide con la propria immagino: ana trasformazione <1 fatta » certamente reciproca, e «noia 
indicarsi con 1: se ai estenda a tatto io spazio, prendo anche nome d* * identità '. senz'altro. 

Due trasformazioni $ , fi d’ non medesima «gara F in un’altra (e in a» «tea») direnai 
' eguali fra loro' — o si aerire fi — m, qualanqae sin il piato A di P, sempre fk — ■ 
— <2,1: sale a dir se le immagini d'ano stereo ponto di F (qui eh'esso sin) per tnezio dell'un 
o dell'altra sempre coiaddea fra loro. Ad et. qualunque trasformali un- ra ci prona i sempre 
la inrtraa della propria inreraa; a qualunque trasformazione Identica t ugnala alla 
propria inversa. Ere. — Qualsivoglia trasformazione 01 (di F in F') ai pah alimi concepire 
Mine operazione sui piarti (delta figura Fk in qnuto per meno di 01 ri paua aniroeamente 
dagli F alla loro immagini: et non «ho le plh folte non hi importanza di sorta il protetto, cu eh e 
si ottiene ad et. 0lA da A, ma ai dee guardar solamente ni soggetto doll'vporaiioao ed ai 
risaltati Fara anzi quest» la ria plh accessibile ai giurasi (per acquistar le nozioni di eoi 
parliamo): l quii, come gl* esperti nelle operili otii aritmetiche, onde si pasti onivocamente dai 
numeri di certe cinesi ad altri nameri (l' clorazione a quadrato. In dirisionc per dae, 
eco.) poco afono avranno da metter nell' immaginare nn' operazione (geometrica) eseguibile sa 
cisscon pnnto d'unt figure asse gusto (od anche » qualsiasi panie) e che ogni tolta dia nn 
pnnto per risoluto 0). 




XI. Seri . 3*, 


tiare (comunissima appo i matematici) si hanno freqoenti < opportune 
corno ad ai. nei termini atmiain. epecchiamento, trailaiunu, ore. : 
l’idea di • operazione geometriea'.e non di meno ti ninno 
relazione (ciò» di simmetrie, ojnipoUeua, ree,). 

Tomo XV. 


*7 


- 450 — 


So, orrendo K.r.F" tro dato figaro, 8 lii tnafornuaiose 41 F la F\ « © 4i F' la K", 
alto» ai cbLoma “ prodotto di 8 por © ", o ’ rinltauto dolio t ,€t " (nell'ordiae ia «ai reno 
.orili*) lo traaformaalon» di F ia F”, oh. a oioooaa punto A di F di por ilamogi no 0 punto 
fl(?A): inaomau I' «pernione comporta, cho aaaoo etcgoendo tneccaaiTamrnte lo oporuioat 
Jf » © (1* »»<«nda re quel elio rioulta dall» prima). La aaora tratforrnoriono qui definita ai Indi- 
cherà con • C 8’ [ondo OS\ m S(#A). qualunque aia A]; ma oi legger* prorodondo da dc.tr» 
oiniotra. E, »o F-F". il prodotto di 8 r»r •» ita» - o ‘quadrato di f - .Indicherà 
ton • <r» •• ooc.. oro. n prodotto di ana trajfortaaiiono rooiproea por la propria laroroa à una 


traafomuiioae idootioa: SS— SS — 1. Allo otaooo modo ti dcliniace ordinatamente 11 prodotto 
di tro, quattro, o pii rapproaoatarioai: in eal ai riaooatn immodlataraent* la proprietà auoeiotioa, 
ma BOB ha luogo, genoralraonto partando, U proprietà «mnatatira. PormutsMi Fan» con l’altra 
dot traaformaiionl (di nna data figura la a) itero») allocando 11 prodotto » oommntaliro. do* 
non dlpondo dall’ordino dai dno fattori, hrolutorio «inalando» traatorroarione reciproca (d’ina 
figaro in a* atcaaaX che ai confonda con Uproprla iBrotoaj od * quanto dir» oboli ano quadrato 
equi colga all’Identità. Eoe. Ecc. - Infine, riaprilo a qaàlonqao tratfomarion. SU d’naa figura 


ai» eonrortit» in •* atooao da cH. 


